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AVANT-PROPOS. 


Les  Mémoires  dont  on  va  lire  la  liste  se  raltaclient  ;i  la  l'ois  à  TAna- 
lyse  et  à  la  Géométrie  et  tiaitenl  prineipalement  de  la  lliéoiie  des 
eoiii'i)es  et  des  surfaces  algéhricjues  :  quelques-uns  sont  des  travaux 
d'Analyse  ou  de  Géométi'ie  pure;  les  autres  dérivent  en  général  d'un 
principe  commun,  celui  de  l'application  ou  de  l'interprétation,  dans 
le  domaine  géométrique,  des  propriétés  des  fonctions  (|u'on  rencontre 
en  Analyse,  principe  dont  les  recherches  de  Clehscli,  entre  autres,  ont 
mis  en  évidence  la  fécondité.  C'est  ainsi  que  j'ai  eu  l'occasion,  pour 
l'étude  des  courbes  ou  des  surfaces,  d'employer  les  fonctions  ellip- 
tiques, les  fonctions  fnclisiennes  et  théta-fuclisiennes  de  M.  Poincaré, 
les  fonctions  abéliennes  de  deux  et  de  trois  variables. 

En  Analyse,  je  mentionnerai  surtout  mes  recherches  sur  les  fonc- 
tions abéliennes  singulières,  leur  tr'ansforination,  leui's  multipli<afii)ns 
complexes,  les  fondions  intermédiaires  qui  s'y  rattachent. 

Ces  théories,  toutà  fait  neuves  et  qui  comblent  une  importante  lacune, 
entraînent  d'intéressantes  conséquences  dans  le  domaine  géométrique; 
elles  m'ont  donné,  à  coté  de  remarquables  surfaces  du  quati'ième  ordre, 
les  premiers  et  les  seuls  exemples  explicites  connus  jus(|u'ici  de  sur- 
faces hyperabéliennes. 

Je  signalerai  également  un  ■^fémoire  (8i)  sur  les  intégrales  de  dif- 
férentielles algébriques  où  sont  établis  des  résultats  (]ue  M.  Weier- 
strass,  je  l'ai  su  depuis,  indiquait  dans  son  cours,  mais  ([u'il  n'avait 
pas  publiés;  mes  recherches  sur  le  théorème  d'Abel  m'ont  aussi  con- 
duit à  des  formules  et  à  des  théorèmes  analytiques  qui  ne  semblent 
pas  sans  intérêt  et  dont  j'ai  tiré  grand  parti  en  Géométrie. 

Au  cours  de  ces  études,  j'ai  eu  la  bonne  fortune,  sur  des  sujets  déjà 
abordés  avant  moi,  de  rencontrer  des  propositions   nouvelles,  d'un 


riioiu'é  siinj)Ie  et  rr;i|>p;inl,  dont  (|iiel(iiies-iinos  étaient  assez  cachées: 
on  me  permettra  de  citer,  en  particulier,  les  théorèmes  sur  les  aires 
sphéi'icjues  et  ellipso'uhih's,  qui  étendent  à  \n  sphère  et  à  l'ellipsoïde 
des  propriétés  fondamentales  du  cercle  et  de  l'ellipse,  ceux  qui  se  lap- 
portent  aux  arcs  de  courbes,  à  la  surface  de  Kummer,  à  certaines  sur- 
faces algébriques. 

Le  résume  qui  va  suivre,  hi'donné  d'apri's  les  questions  traitées,  est 
divisé  en  cinq  sections  : 

i"  (lourhes  algébriques; 

2°  Théorème  d'Ahel  et  a|)|)lications  géométriques  de  ce  théori'me; 

3"  Surfaces  algébri(|ue^  : 

4"  Fonctions  abéliennes  et  surfaces  hyperellipli(|ues; 

:')"  Travaux  divers. 

Les  travaux  de  la  seconde  section  auraient  pu  se  répartir  entre  les 
autres,  mais  ils  forment  un  tout  si  liomogène  qu'il  m'a|iarn  |iré(ërai>li' 
de  les  iii'ouper. 


MSTI^:   DES   MËMOIMKS. 


COURBES   ALGÉBRIQUES. 


1      \|i|)licalion  dp  la  lliéorie  des  fonctions  fuclisiennes  à  l'élude  des  coiirhes 

algébriques  {Journal  de  Matlwmatiques,  ^^  série,  t.  II;  1886). 
•2.    Sur  un  problème  de  contact  de  M.  de  Jonfiuières(/?e«f//co«<«  c/e^  Ctrcolo 

inatcmalico  di  Palermo,  t.  IV;  1890). 
3.  Sur  les  courbes  de  genre  un  (Thèse  de  docloral,  Paris,  (iaulhier-Nillars; 

i885). 
'1,  .5,  G.   Sur  les  courbes  de  genre  un  (Notes  publiées  aux  Comptes  rendus 

de  l' Académie  des  Sciences,  2"  semestre  i8S3). 

7.  Sur  la  courbe  du  quatrième  ordre  à  deux  points  doubles  ylbid..   \"  se- 

nieslre  1884  ). 

8.  Sur  les   courbes  du    troisième  ordre  [liullelin   de  la  Société  philoma- 

Ihique). 
î).    Sur   les  courbes  de   Clebsch...   {Bulletin  de   la  Société  Mathéniatiijue. 
l.  1\;  1881). 

10.  Sur  les  courbes  unicursales  {Ihid..  t.  XIII;  188.")). 

11.  Sur   les  courbes  algébriques  planes  rectitiabios  {Journal  de  Mathéma- 

tiques, 4"  série,  t.  IV;  1888). 

12.  Sur  les  courbes  algébriques  reclifiables  {Comptes  rendus,  i"  sem.  i8'8-). 

13.  Sur  les  coniques  inscrites  à  une  qiiartiquc  {A /maies  de  la  Faculté  des 

Sciences  de  Toulouse  ;  1890). 

li.  Sur  une  interprétation  géométrique  de  l'équation  modulaire  pour  la 
transformation  du  troisième  ordic  {Bulletin  de  la  Société  Mathéma- 
tique, t.  XWI;  1898). 

15.  Sur  une  interprétation  géométri(iue  de  réipiatioii  modulaire  {/l/id.. 
l.WVII;  1899). 

IG.   Sur  les  polygones  de  Poncelel  [Ibid.). 
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THEOREME  D'A  BEL. 


17.  Sur  le  lliéorciiie  d'Miel  ot  quelques-unes  de  ses  ;qqilic:ilioiis  iréouié- 
Iriques  (Journal  de  Malhcniatirjiies.  4''  série,  l.  III;  iS<S7). 

IcS.  Sur  le  lliéorènie  d'Aliel  et  quekiues-unes  de  ses  applications  à  la  Géo- 
métrie {Ibifl..  \.  V;  1889,  et  t.  VI;  1890). 

I!).   Application  i;éon]étri(]ue  d'un  tliéorènic  de  Jacolii  (Ibicl..  t.  I;  1880). 

20.    Sur  les  courbes  c\clifiues  de  direction  (Ibid..  t.  I\  ;  1888). 

•21.    Sur  le  théorème  d'Ahcl  (Comptes  rendus.  2''  seniesti-e  i88(J). 

22.  Sui-  f|uelques  jiropriélés  métriques  des  couiiies  (.Youicllcs  Annales  de 

Maihémali/jucs,  S""  série,  t.  VI;  1887). 

23.  Sur  l'orienlation  des  systèmes  de  droites  (Ibid..  t.  XII;  1893). 

2'i.  Sur  l'orienlation  des  systèmes  de  ù\o\^Qi  (American  Journal  of  Mal  hé- 
maties, t.  X;  1888). 

2o.  Sin-  le  lieu  des  foyers  d'un  faisceau  tan|ienliel  de  coiirljes  planes 
(Comptes  rendus,  1'"  semestre  1887). 

2(1.  Siu-  quehpies  pro|iriétés  des  aires  spliéri(|iies  (Journal  ele  Mulhéma- 
lirjues,  4'^'  série,  I.IV;  1888). 

27.  Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  coiiif|ues  (Comptes  rendus.  2'' se- 

mestre 1887  ). 

28.  Sur  quehpies  prnpiiétés  des  aires  spliériques  (Ibid.). 

2'J.   Sur  l'aire  de  ceitaines  zones  ellipsoïdales  (Ibid.,  2-  semestre  1889). 
30.    Sur  certaines  aires  ellipsoïdales  (Ibid.). 

■W  .  l'expression  de  quelques  aires  sur  le  paraboloule  elliptique  (Hulletin  de 
la  Société  Matliémalifjuc,  t.  XXI;  1898). 

32.  expression  de  f|uelques  nouvelles  aires  sur  le   païaholoide   elliptique 

(Ibid.). 

33.  Quelques  propriétés  desarcs  descourlies  alyehriques  planes  ou  i;aiiclies 

(Journal  de  Matkématiqiies,  5''  série,  t.  1;  189.J). 

3'i .  Sur  les  arcs  des  courbes  planes  algébriques  (Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique, 57'' cahier;  1887). 

35.    Sur  les  arcs  de  courbe  (Comptes  rendus,  r'  semestre  1887). 

30.  Sur  les  arcs  des  courbes  planes  (Xouvelles  Annales.  S""  série,  1.  \\\  ; 
1888). 


—  !) 


SURFACES  ALGÉBRIQUES. 


37.  Sur  les  surfaces  cyclidcs  (Journal  de  l'École  Polytechnique,  55"  cahier; 

i885). 

38.  Sur  les  lignes  de  courbure  des  cyclides  {Comptes  rendus,  i<'''sem.  i888). 

39.  Sur  les  surfaces  homofocales  du  second  ordre  {Bulletin  de  la  Société 

Mathématique,  t.  XIII;  i88j). 

'lO.  Sur  la  détermination  des  a.xes  de  l'indicatrice  en  un  point  d'une  surface 
du  second  ordre  {Ibid.). 

k\.  Sur  une  génération  géométrique  de  la  surface  de  Kummer  {Rendiconli 
del  Circolo  matematico  di  Palermo,  t.  XI;  1897). 

'i2.  Sur  une  propriété  des  cônes  du  second  ordre  {Bulletin  de  la  Société  Ma- 
thématique, t.  XXI;  1898). 

43.  Sur  un  complexe  remarquable  de  coniques  {Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique, 66°  cahier;  1894). 

ii.  Sur  la  surface  desniif|ue  du  quatrième  ordre  {Journal  de  Mathéma- 
tiques, 4'^  série,  t.  VII;  1891). 

+0.   Sur  une  classe  de  quarliques  planes  {Ibid.,  t.  \'I;  1890). 

h&.   Sur  les  normales  aux  quadriques  {Comptes  rendus,   i""'' semestre  18S8). 

ïl .  Théorèmes  concernant  une  classe  de  surfaces  algébriques  {Bendiconti 
del  Circolo  matematico  di  Palermo,  t.  III;  1889). 

i8.   Sur  une  classe  de  surfaces  algébriques  {Ibid.,  t.  VI;  1890). 

VJ.   Des  involutions  sur  les  courbes  algébriques; 

50.  Sur  une  classe  de  surfaces  à  génératrices  unicursales; 

51.  Des  séries  de  courbes  algébriques  tracées  sur  les  surfaces  algébriques 

{Journal  de  Mathématiques,  4°  série,  t.  X;  1894). 

o2.  Des  involutions  sur  les  courbes  algébriques  {Bulletin  de  la  Société  Ma- 
thématique, t.  XV;  1892). 

53.  Sur  une  classe  de  surfaces  à  génératrices  rationnelles  {Comptes  rendus, 
i"  semestre  1898). 

5i.  Sur  une  propriété  d'une  classe  de  surfaces  algébriques  {Ibid.,  1'  se- 
mestre 1893). 

55.  Sur  la  théorie  générale  des  surfaces  unicursales  {Mathematisclie  Anna- 
Icn,  t.  XLV;  1894). 

50.   Sur  une  surface  du  sixième  oi'die  liée  aux  fonctions  abéliennes  de  genre 
trois  {Journal  de  Mathémali<iues,  5=  série,  t.  II;  1896). 
H.  2 
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57,   58.   Sur  une  surface  du  sixième  ordre  qui  se  rallache  à  la  surface  de 

Kummcr  {Comptes  rendus,  i"'' semestre  i8g5). 
59.   Sur  les  courbes  de  quatrième  classe  (IbùL). 


FONCTIONS    ABÉLIENNES    ET    SURFACES    HYPERELLIPTIQUES. 


(iO.  Théorie  f^énérale  dos  surfaces  liyperellipliques  (Journal  de  Mallirnui- 
liques,  i\'  série,  I.  IX;  1S93). 

(il.  Sur  la  surface  de  Kiuiinier  (Ihid  ,  1.  V;  189I). 

02.  Sur  les  surfaces  de  Kummer  cllipli(]ues  (.-l/Ht'r<C(7/i  Journal  of  Mathe- 
rnatics,  t.  XVI;  iSg^)- 

<)3.  Sur  la  décomposition  des  fonctions  thèla  en  facteurs  (Compies  rendus, 
1"  semestre  1898). 

G'i.   Sur  les  fonctions  abéliennes  singulières  {IbkL). 

(i5.   Sur  la  transformation  des  fonctions  abéliennes  {JOid.). 

GG.    Sur  les  transformalions  singulières  des  fonctions  abéliennes  (Ibid.). 

G7.  Sur  la  multiplication  comi)le.\e  des  fonctions  abéliennes  {Ibid..  3' se- 
mestre 1898). 

08.  Sur  certaines  surfaces  remarquables  du  quatrième  ordre  {Ibid..    2=  se- 

mestre 1899). 

09.  Sur  les  fonctions  liyperabéliennes  {Ibid.). 

70.  Sur  la  transformation  des  fonctions  abéliennes  {Ibid.). 

71.  Sur  les  fonctions  à  quatre  paires  de  périodes  (/6(V/.,    i"    semestre   1900). 

72.  Sur  les  fonctions  abéliennes  singulières. —  Premier  Mémoire  {Journal 

de  Mathématiques,  .5°  série,  t.  V;  1899). 

73.  Sur  les  fonctions  abéliennes  singulières.  —  Second  Mémoire  ( /ow/vio/ 

de  Mathématiques^  5°  série,  1.  Vl  ;  1900). 


TRAVAUX  DIVERS. 


7'i.    Sur  l'équation  bypergéomélrique  {Bulletin  de  la  Société  Mathématique. 
t.  VIII;  1880). 
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75.  Sur  le  développeniciit  irmie  fonction  suivant  les  puissances  croissantes 

(i"iin  polynôme  {Ibid.). 

76.  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d'une  classe  de  fonctions  (/6jV/.). 

77.  Sur  une  généralisation  de   la  théorie  des   fractions   continues  {Ibid.. 

t.  NUI;  i88o,  et  t.  IX;  i88i). 

78.  Sur  une  formule  de  M.  Hcrmite  {Ibid..  t.  I\;  i88i). 

79.  Sur  la  fonction  (  .r  —  i)"  {Ibid.). 

80.  Sur  l'équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  {Journal  de  l'École 

Polf  technique,  !\8'' cahier;  i88o). 

81.  Sur  les  intégrales  algébriques  de  dilTérentielles  algébrique?  (^cï^  ma- 

thenialica,  l.  X;  1887). 


RÉSUMÉ  DES  MÉMOIRES. 


PREMIÈRE   SECTION. 

COURBES  ALGÉBIUOUES. 


I.  —  Courbes  de  genre  quelconque. 

1.  M.  Poincaré,  dans  un  Travail  célèbre,  a  établi  (ju'dn  peut 
exprimer  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  algébrique  en  (onc- 
tion fuc/isienne  d'un  parcimètre;  c'est  ce  résultat  capital  qui  m'a  servi 
de  point  de  départ,  pour  l'étude  géométrique  des  courbes  planes,  dans 
le  Blémoire  I. 

En  introduisant,  au  lieu  des  cooordonnées  cartésiennes,  les  coor- 
données liomogènes,  je  montre  que,  pour  une  courbe  plane,  .r,,  .r^,  xv, 
sont  proportionnels  à  trois  fonctions  ihêlafachsiennes  holomorphes , 
mais,  dès  ce  début,  se  présente  une  différence  importante  avec  les  cas 
classiques  des  courbes  de  genre  zéro  ou  un.  En  effet,  pour  une  courbe, 
soit  unicursale,  soit  elliptique,  de  degré  n,  les  coordonnées  .r,,  x.,,  x\ 
sont  proportionnelles,  soit  à  trois  polynômes  d'ordre  n,  soit  à  trois 
fonctions  tliéta  d'ordre  n,  d'une  même  variable;  pour  une  courbe  de 
degré  net  de  genre/?,  supérieur  à  l'unité,  le  résultat  est  moins  simple. 

2.  Soient  2([i.  —  \){p  —  i)  et  i\}^{p  —  i)  les  deux  multiples  consé- 
cutifs de  "i-ip  —  i)  qui  comprennent  n,  de  sorte  que 

2  (f/ —  i)  (/j  —  i)<  «  ^  2|j.(y^  —  i); 

si  l'on  a 

2[x{p  —  \)  —  nlp, 

les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  seront  proportionnelles  à 


—   IV  - 

(rois  fonctions  liiètafiiclisiennes  liolomorplics  d'ordre  a,  et  l'on  ne 
pourra  janiais,  pour  cette  représentation,  employer  des  fonctions 
(l'ordre  inférieur.  Si,  au  contraire,  on  a 

■i'AP  -i)  —  "  </'• 

les  fonctions  tliétafuclisiennes  de  la  représentation  seront,  en  général, 
d'ordre  a  -l-  i ,  mais  pourront  être  d'ordre  u.. 

On  voit  ainsi  que,  dans  ce  second  cas.  il  existe  deux  espèces  de 
courbes  de  degré  n  et  de  genre/?,  distinguées  par  leur  mode  de  repré- 
sentation thétafuclisienne:  j'ai  cherché  à  les  caractériser  géométrique- 
ment, et  j'ai  aussi  reconnu  l'existence  de  deux  espèces  analogues  dans 
le  premier  cas.  Voici  le  résultat,  si  l'on  désigne,  pour  abréger,  par 
groupe  y  tout  groupe  de  i(p  —  i)  points  simples  suivant  lequel  une 
courbe  de  degré  n  et  de  genre/?  est  coupée  par  une  courbe  adjointe  de 
degré  n  —  i. 

Premier  cas  :  2a(/>  —  i)  —  ri>p.  —  Sur  une  courbe  de  première 
espèce,  u.  groupes  y  quelconques  sont  traversés  par  une  courbe  adjointe 
d'ordre  n  —  -2,  qui  coupe  en  outre  la  proposée  en  des  points  fixes;  sur  une 
courbe  de  deuxième  espèce,  \x  goupes  7  ne  peuvent  jamais  être  sur  une 
adjointe  d'ordre  n  —  2. 

Secom)  cas  :  2u.(p  —  i)  —  n  <Cp.  —  l'-n  toute  hypothèse,  \x  groupes ^[ 
quelconques  sont  traversés  par  une  adjointe  d'ordre  «  —  2  -.ses  autres 
points  simples  d'intersection  avec  la  proposée  sont  toujours  sur  une 
adjointe  d'ordre  n  —  '3,  dans  le  cas  d'une  courbe  de  première  espèce,  et 
nv  sont  jamais  dans  le  cas  d'une  courbe  de  deuxième  espèce. 

3.  Grâce  aux  fonctions  thétafuchsiennes,  on  peut  retrouver,  au 
|)oint  de  vue  transcendant,  les  théorèmes  de  M.AI.  Nôther  et  Brill,  rela- 
tifs à  la  Géométrie  sur  une  courbe,  et  en  démontrer  de  nouveaux;  il 
suffira,  pour  le  faire  comprendre,  d'indiquer  les  deux  propositions 
suivantes  qui  établissent  la  liaison  entre  les  fonctions  thétafuchsiennes 
et  les  courbes  adjointes. 

Soit  S  la  courbe  de  degré  n  et  de  genre  p  pour  laquelle  les  coor- 
données homogènes  d'un  point  sont  proportionnelles  à  trois  fonctions 
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(lirhiCticlisiennes  d'ordre/??,  ((iii  ont  X"  zéros  comnuin>  y.,,  y...,  ..  ..  y.^, 

I;  :=  7.m{p  —  I  )  —  /( . 

i"  Les  arguments  fuchsiens  des  points  non  singuliers  où  S  est  coupée 
par  une  adjointe  de  degré  n  -t-  q  —  i  annulent  une  fonction  thèta- 
fuclisienne  holomorphe  d'ordre  niq-hi,  dont  les  autres  zéros  sont 
a, ,  . . . ,  X;;.,  chacun  au  degré  q  de  multiplicité,  et  réciproquement. 

1°  Soit  une  courbe  de  degré  n -h  q  —  3  adjointe  à  S  et  traicrsanl  un 
groupe  y;  les  arguments  fuchsiens  des  autres  points  non  singuliers  où  elle 
coupe  S  annulent  une  fonction  thêta  fuchsienne  holomorphe  d'ordre  mq, 
dont  les  autres  zéros  sont  y.,,  .  .  .,  y.^,  chacun  au  degré  q.  et  récipro- 
quement. 

Des  théorèmes  analogues  s'appliquent  au  cas  où  la  courbe  proposée 
admettrait  des  adjointes  de  degré  «  —  4. 

4.  Le  3[émoire  l  traite  ensuite  de  l'intersection  de  la  courbe  l'onda- 
mentale  avec  une  courbe  non  adjointe,  et  aborde,  comme  conséquence, 
le  problème  des  courbes  de  contact,  c'est-à-dire  des  courbes  qui  ont, 
avec  la  proposée,  un  contact  d'ordre  donné  en  tous  leurs  points  de 
rencontre  avec  elle. 

Ce  problème  a  été  traité  par  Clebsch  dans  le  cas  des  courbes 
adjointes;  le  théorème  d'Abel  et  les  éléments  de  la  Théorie  de  l'inver- 
sion de  Riemann  permettent  de  le  résoudre  aisément.  Pour  les  courbes 
non  adjointes,  il  faut  introduire  en  outre  des  intégrales  abéliennes  de 
troisième  espèce;  la  question  se  rattache  alors  au  problème  de  l'inver- 
sion étendu  et  n'avait  pas  encore  de  solution  géométrique  générale. 

L'emploi  des  fonctions  fuchsiennes  m'a  permis  de  combler  cotte 
lacune  sans  recourir  aux  intégrales  de  troisième  espèce,  dans  le  cas  où 
la  courbe  proposée  n'a  comme  singularités  que  des  points  doubles; 
j'envisage  d'ailleurs  la  question  de  l'intersection  d'une  courbe  algé- 
brique fixe  et  d'une  courbe  variable  à  un  autre  point  de  vue  que 
Clebsch. 

L'illustre  géomètre  se  préoccupait  spécialement  des  relations  qui 
lient  les  coordonnées  des  points  communs;  j'examine,  au  contraire, 
celles  qui  lient  les  paramètres  dont  dépend  la  courbe  sécante,  supposée 
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soLiiiiiso  à  certaines  conditions  d'intersection;  je  peux  ainsi,  dans  le 
cas  parliculier  des  courbes  de  contact,  donner  non  seulement  les  pro- 
priétés des  systèmes  de  points  de  contact,  mais  indiquer  la  forme  de 
ré(|iialion  générale  des  courbes  tangentes  et  en  déduire  des  propriétés 
de  CCS  courbes  elles-mêmes. 

.1.   Voici  les  piincipaux  résultats  de  celte  tliéoric  : 

1.(1  fumille  des  courbes  (ronlre  donné  m,  qin  passent  par  k  points 
doubles  cl  k  points  simples  donnés  sur  une  courbe  de  genre  p,  à  d  points 
doubles,  et  qui  ont  avec  cette  courbe,  en  chacun  des  autres  points  de  ren- 
contre, un  contact  d'ordre  r  —  i ,  se  subdivise  en  r^''  systèmes. 

Chaque  système  comprend  lui-même  r''~''  groupes  de  courbes  ;  le  premier 
membre  de  l'équation  des  courbes  d'un  même  groupe  est  un  polynôme 
d'ordre  r  par  rapport  au.v  paramètres  demeurés  arbitraires. 

Les  systèmes  de  points  de  contact  jouissent  de  propriétés  impor- 
tantes; ainsi  : 

Toute  courbe  d'ordre  m,  menée  par  les  /r  points  doubles,  les  k'  points 
simples  donnés,  et  par  les  points  de  contact  de  r  —  i  courbes  de  la  famdle 
précédente,  coupe  en  outre  la  proposée  en  de  nouveaux  points  qui  sont  les 
points  de  contact  cVune  autre  courbe  de  la  fa  nulle  ;  le  système  et  le  groupe 
auxquels  appartient  celte  dernière  courbe  de  contact  restent  fixes,  quand 
les  systèmes  et  les  groupes  auxquels  appartiennent  les  r  —  i  premières 
restent  fixes  eux-mêmes. 

G.  Cette  tliéoric  géométrique  est  liée  à  l'étude  de  fonctions  uni- 
formes intéressantes  qui  se  rattaclient  aux  Wiirzelfuu-lionen  des 
Allemands  et  i\u\  fonctions  ci  multiplicateurs  de  M.  Appell. 

Soit  G  un  groupe  fuclisien  de  la  première  fainille  de  M.  Poincaré. 
dérivant  de  •2p  substitutions  et  dont  le  polygone  a  4/^  côtés,  les  côtés 
opposés  étant  conjugués;  on  peut  former  des  fonctions  S(:-),  uniformes 
dans  l'intérieur  du  cercle  fondamental,  satisfaisant  aux  relations 

H^é^^)  =  ^^'^'^"'^     (,/  =  ><  2 ^/'). 
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OÙ  (r-,  -^^ — —]  est  une  quelconque  des  sul)stituliuns  Ibndaincntales 

du  groupe  G  et  où  les  hj  sont  des  entiers  choisis  arhitraiie nient. 

Je  trouve  aussi  des  fonctions  Ao/o/no/yjA«  dans  le  cercle  fondamental, 
et  vérifiant  des  relations  semblables  à  celles  des  fonctions  tlièta- 
fuchsiennes,  à  un  facteur,  racine  de  l'unité,  près;  et  de  là  se  déduisent 
des  propriétés  des  systèmes  et  des  groupes  de  courbes  de  contact,  que 
j'appelle  complémentaires. 

7.  Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  l'équation  générale 
des  courbes  de  contact  d'un  même  groupe  ne  renferme  qu'un  para- 
mètre arbitraire  qui,  d'après  la  théorie  précédente,  y  figure  au  degré 
/•;  dans  ce  cas  : 

J'ar  lin  point  du  plan  passent  7- courbes  du  groupe;  leurs  points  de 
contact  et  les  points  fixes  sont  sur  une  courbe  de  même  ordre  que 
j'appelle  courbe  polaire  du  point  considéré;  inversement,  ce  point  est 
dit  pôle  de  sa  courbe  polaire.  Si  la  courbe  polaire  d'u/i  point  P  passe  par 
un  point  V,  la  courbe  polaire  de  P'  passe  par  P. 

Lorsque  r  est  impair,  toute  courbe  polaire  passe  par  son  pôle. 

8.  Les  applications  de  ces  principes  aux  courbes  des  quatrième  et 
cinquième  degrés  conduisent  ii  des  résultats  simples;  ainsi  : 

Courbe  du  quatrième  ordre  à  un  point  double  :  Il  y  a  i6  systèmes 
de  coni(jues  touchant  la  courbe  en  quatre  points;  l'un  d'eux  ne  con- 
tient que  des  droites  doubles,  chacun  des  i5  autres  se  divise  en  deux 
groupes,  de  sorte  qu'il  n'existe,  en  réalité,  que  3o  groupes  de  coniques  de 
contact  ('  ). 

Les  points  de  contact  de  deux  coniques  du  même  système  et  du  même 
groupe  sont  sur  une  conique;  par  les  points  de  contact  de  deux  coniques 
du  même  système  et  de  groupes  différents,  on  peut  mener  un  faisceau  de 
cubiques,  dont  le  neuvième  point  fixe  est  le  point  double  de  la  courbe. 


(')  El  non  3i,  comme  il  est  dit  dans  les  Leçons  sur  la  GeomeVr/e  de  Clebsch.  De  même, 
dans  le  cas  des  courbes  du  quatrième  ordre  à  trois  points  doubles,  il  n'y  a  que  quain; 
groupes  de  coniques  quadritaiigentes,  au  lieu  des  sei>t  groupes  qu'indique  Clebsch. 
H.  3 
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//  V  n  Si  systèmes  de  cubiques  oscitlalrires  en  quatre  points  à  la  quar- 
tique  considérée;  l'un  d'eux  ne  contient  que  des  droites  triples,  chacun  des 
Sn  autres  se  divise  en  3  groupes. 

On  peut  représenter  les  svstèmr's  par  les  symboles  (a,h,c,d)  et 
les  groupes  par  les  symboles  (a);  a,  b,  r,  d,  y.  pouvant  prendre  les 
râleurs  o.  i,  2  :  c'est  le  système  (O,  o,  o,  o)  qui  ne  contient  que  des 
droites. 

Les  /mit  points  de  contact  de  deux  cubiques  appartenant  aux  systèmes 
rt  groupes  respectifs  (a,  h,  c,  d),  (a);  (a',  //,  c',  d'),  (7.'  )  sont  sur  une 
on  iqiie  si  a  -!-  a' ,  b  -h  b' ,  c  -h  c' ,  d  -{-  d',  7.  -\-  a'  sont  égaux  à  o  ou  à  '\  : 
de  même,  les  douze  points  de  contact  de  trois  cubiques  sont  sur  une  cubique 
si  les  sommes  des  quantités  a,  b,  c,  d,  7.  correspo/idantes  sont  égales  à  u 
ou  à  un  multiple  de  '). 

Courbes  du  c'mquii'iiie  onlie  :  Les  coniques  proprement  dites  qui 
louchent  en  cinq  points  une  courbe  du  cinquième  degré  ayant  i ,  2,  3,  '\, 
r)  ou  6  points  doubles  ordinaires,  sont  respectivement  au  nombre  de  \o>3, 
")  I  o,  2  V2,  121,   V)  et  i("). 

'.).  Un  Chapilre  du  Mémoire  est  consacré  aux  courbes  hyperellip- 
liques  :  «ne  courbe  d'ordre  n  est  dite  hyperelliplique  lorsque  toute 
adjointe  d'oi'dre  /;  —  3  qui  passe  par  un  de  ses  points  passe  aussi  par 
nn  autre  point,  et  ces  d(Hix  points  sont  dits  conjugués.  Je  montre  (]ne  : 

Les  droites  qui  joignent  les  couples  de  />(>ints  conjugués  sur  une  courbe 
hyperelliplique  générale,  d'ordre  n  et  de  genre  p,  enveloppent  une  catiriie 
unicursale  de  classe  n  —  p  —  \,  d'ordre  ■>.{n  —  p—  2  ).  qui  touche  la 
proposée  en  3n  —  ip  —  <)  points. 

Les  courbes  de  genre  «b'ux  sont  bvpercdlipliques;  j'étudie  ceUes  de 
degrés  quatre  et  cinq,  et  l'emploi  des  fonctions  tliétafucbsiennes  me 
donne  quelques  résultats  simples;  ainsi  : 


Les  coniques  qui  traversent  trois  couples  de  points  conjugués,  sur  une 
cour-be  du  quatrième  ordre  èi  un  point  double,  passent  par  deux  points 
Jîxes  de  cette  courbe  et  forment  une  famille  linéaire  deux  fois  infime. 


-  19  - 

10.  La  tliooric  des  fonclioiis  fuchsieiines  m'a  également  servi,  dans 
le  Mémoire  2,  à  élahlir  une  proposition  analogue  à  un  théorème  énn- 
méraliriiien  connu  de  l'amiiMl  de  Jon(|uières  : 

l'arini  les  surfaces  d'ordre  n  appartenanl  à  un  système  linéaire  p  —  i 
Jais  infini,  le  nombre  de  celles  qui  ont,  en  un  point,  avec  une  courbe  plane 
ou  gauclie  de  degré  m  et  de  genre  p,  un  contact  d'ordre  p  —  i ,  est  égal 
à  ninp  +  p(p  —  i)(>  —  i)- 

Dans  certains  cas,  (|ue  j'indique  tous,  ce  nombre  subit  une  niodili- 
calion;  ainsi  :  Sur  une  courbe  gauche  non  sphérique,  de  degré  m  et  de 
genre  p,  le  nombre  des  sommets,  c'est-à-dire  des  points  où  la  sphère  oscu- 
latrice  a  un  contact  d'ordre  supérieur  au  troisième,  est  lom  -+-  2(p  —  i). 

Postérieurement  à  mon  Mémoire,  M.  Hurwitz  a  établi,  ;i  un  autre 
point  de  vue,  un  cas  particulier  de  cette  formule  (Math.  Annalen, 
t.  XLI). 

II.  —  Courbes  de  genres  un  et  zéro. 

11.  Dans  ma  thèse  de  Doctorat  (3),  j'avais  appliqué  des  méthodes 
analogues  à  l'étude  des  courbes  de  genre  un;  parmi  les  résultats  qui 
me  sont  personnels,  on  peut  citer  les  suivants  : 

J'indique,  étant  donnée  l'expression  des  coordonnées  des  points 
d'une  courbe  de  genre  un  en  fonction  elliptique  d'un  paramètre,  le 
moyen  de  reconnaitre  si  elle  est  de  genre  un  ou  zéro,  à  l'aide  d'opé- 
rations algébriques  simples.  Dans  le  premier  cas,  je  forme  son  équa- 
tion sans  introduire  de  facteurs  étrangers,  ainsi  que  les  équations  de 
ses  adjointes  d'ordres  n  —  3,  n  —  i,  n  —  y,  (mi  désignant  son  degré 
par  n. 

12.  Les  notes  4,  5,  6  se  rapportent  à  ce  genre  de  recherches;  plus 
sommaires  que  le  Mémoire  complet,  elles  renfermaient  une  lacune 
qu'un  géomètre  allemand,  M.  Schlesinger,  a  cru  devoir  relever  dans 
les  Comptes  rendus,  puis  dans  les  Mathematische  Annalen  ;  averti  par 
M.  Nôlher,  il  a  reconnu  ensuite,  dans  une  Note  insérée  à  ce  dernier 
Recueil,  l'exactitude  absolue  et  complète  des  résultats  de  ma  Thèse. 
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13.  A  propos  (lu  problème  des  courbes  de  contact,  traité  par  Clebscli, 
je  donne  des  propriétés,  non  seulement  des  points  de  contact,  mais 
des  courbes  elles-mêmes,  avec  application  aux  coniques  hioscidalrices 
à  une  cubique  plane. 

14.  En  appelant  points  conjugués  dans  un  système  s  deux  points 
d'une  courbe  de  genre  un  dont  les  arguments  elliptiques  ont  pour 
somme  s,  i'indi(|u<'  sur  ces  systèmes  de  points  de  nombreux  théo- 
rèmes; pai'  exemple  : 

fM  droite  qui  joint  deux  points  conjugués  dans  un  sYsicme  s  cm'etoppc 
une  courbe  unicursale  de  classe  n  —  2,  d'ordre  m  —  3,  qui  touche  la 
proposée  en  3//  —  i^  points. 

Je  signalerai  aussi  l'étude  des  courbes  d'ordre  n  —  3,  menées  par  /■ 
points  doubles  de  la  courbe  de  genre  un,  et  dont  les  autres  points 
d'intersection  avec  celle-ci  sont  deux  à  deux  conjugués  dans  un  même 
système  :  ces  courbes  se  répartissent  en  [^(«—  3)«  —  iy  systèmes, 
et  les  courbes  de  chaque  système  forment  un  faisceau. 

Appliquées  aux  courbes  du  cinquième  degré,  ces  |)ropositions 
donnent  des  résultats  simples;  ainsi  : 

Les  coniques  menées  par  quatre  points  doubles  d'une  courbe  de 
degré  cinq  et  de  genre  un  la  coupent  en  deux  points  mobiles  :  la  droite 
qui  joint  ceux-ci  enveloppe  une  conique  qui  touche  la  proposée  en  cinq 
points;  les  cinij  points  de  contact  et  les  cinq  points  doub'.es  de  la  proposée 
sont  sur  une  cubique. 

1.5.  Le  ftlémoire  3  se  termine  par  une  étude  détaillée  des  cyclupics, 
ou  courbes  anallagmatiques  du  quatrième  degré  :  c'est  surtout  la 
considération  des  systèmes  de  points  conjugués  qui  me  conduit  ii  des 
résultats  nouveaux;  le  suivant  sert  de  base  à  toute  une  théorie  des 
cycliques  bomofocales  : 

Le  lieu  des  centres  des  cercles  de  rayon  nul  qui  passent  par  deuoc 
points  d'une  cyclique,  conjugués  dans  un  système  donné,  est  une  cyclique 
homofocale. 
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Si  l'on  a])\)e\\e  pâ/cs  principaux  les  quatre  points  p.'ir  rnppoii  anx- 
(|nols  la  conrix'  est  anallagi!iali([ue  : 

Les  huit  points  à  distance  finie  communs  à  deux  cycliques  homofocales 
sont  sur  une  cubique  circulaire  (jui  contient  les  quatre  pôles  principaux 
et  les  points  d'intersection  des  droites  les  joignant  deux  à  deux. 

Les  tangentes  menées  en  ces  huit  points  à  une  des  cycliques  touchent 
une  conique  inscrite  à  la  cyclique. 

On  retrouvera  plus  tard,  api)li(iuées  à  l'espace,  les  autres  propriétés 
nouvelles  des  cycliques  planes;  le  théorème  suivant  mérite  toutefois 
d'être  signalé  : 

Les  bissectrices  de  tout  système  de  cordes  communes  à  une  cyclique  et  à 
un  cercle  coïncident  avec  les  bissectrices  des  droites  qui  Joignent  le  centre 
du  cercle  à  deux  points  fixes  (qui  sont  les  deux  foyers  singuliers  réels  de 
la  cyclique^ 

16.  La  Note  7  donne  des  propriétés  des  couples  de  points  conjugués 
dans  un  des  douze  systèmes  (semi-principaux)  pour  lesquels  s  est 
égal  à  un  quart  de  période,  en  exceptant  les  quatre  demi-périodes 
qui  correspondent  aux  systèmes  principaux.  A  chaque  système  semi- 
principal  est  lié  uji  point  o  (semi-pôle),  et  les  conjugués  des  quatre 
points  où  la  cyclique  est  coupée  par  une  droite  quelconque  issue  de  o, 
sont  sur  une  seconde  droite  passant  aussi  par  o.  Le  segment  déter- 
miné par  deux  points  conjugués  dans  un  système  semi-principal  est 
divisé  harmoniquement  par  deux  droites  fixes  concourant  au  semi- 
pôle  correspondant. 

17.  Dans  la  Note  lU,  j'applique  aux  courbes  unicursales  une  mé- 
thode analogue  à  celle  qui  m'a  donné  l'équation  des  adjointes  d'une 
courbe  de  genre  un;  j'arrive  ainsi,  étant  connue  la  représentation  pa- 
ramétrique d'une  courbe  unicursale  d'ordre  n,  à  trouver  directement, 
de  la  manière  la  plus  simple,  ses  courbes  adjointes  d'ordres  n  —  i 
et  «  —  I. 
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III.   —  Courbes  algébriques  planes  rectifiables. 

IS.  ],e  Mi'inoiie  11  et  la  Note  12  ont  pour  objet  la  solution  du  pro- 
i)lèine  suivant  : 

Déterminer  toutes  les  courbes  algébriques  planes  dont  l'arc  est  une 
fonction  :  ]"  algébrique;  ■i'' rationnelle  des  coordonnées. 

La  première  partie  ne  présente  auenne  dirtîeulté  :  il  est  clair  que 
les  courbes  d'arc  algébrique  sont  les  développées  des  courbes  algé- 
briques planes;  les  courbes  d'arc  rationnel  offvont  plus  d'intérêt,  et 
j'arrive,  en  inappnyant  sur  des  résultats  de  Laguerre,  ;>  cette  proposi- 
tion simple  : 

Les  courbes  algébriques  planes  dont  l'arc  s  exprime  rationnellement 
en  fonction  des  coordonnées  sont  les  caustiques  par  réflexion  des  courbes 
algébriques  planes,  pour  des  rayons  inci'lents  parallèles,  et  réciproque- 
ment. 

La  réciproque,  toutefois,  souffre  une  exception  lorsqu'on  peut 
mener  à  la  courbe  réfléchissante  deux  tangentes  rectangulaires,  de 
tous  les  points  d'une  droite  normale  aux  rayons  lumineux. 

19.  A  titre  d'exemple:  les  épicycloïdes  ou  hypocycloides  algébriques 
dont  l'arc  est  rationnel  s'obtiennent  en  prenant,  comme  rapport  du 
rayon  du  cercle  mobile  au  rayon  du  cercle  tixe,  une  traction  iri'éduc- 
tible,  de  dénominateur  pair. 

L'Iiypocycloide  ii  quatre  rebroussements  appartient  à  celte  classe; 
j'établis  qu'elle  est  la  caustique  par  réflexion  de  l'Iiypocvcloîde  à 
trois  rebroussements  pour  des  rayons  parallèles  à  un  des  axes  de 
symétrie  de  celle-ci. 

Piiur  une  couilie  d'arc  rationnel,  tie  genre  supérieur  à  zéro  et 
d'ordre  //,  l'expression  de  l'arc,  en  fonction  des  coordonnées  j-,  >-.  de 
son  extrémité  mobile,  est  de  la  forme 
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C(x,y)  désignant  lo  proniior  membre  de  l'équation  d'une  courbe 
adjointe  (|neicon(|ne  d'ordre  n  —  3,  et  ?(œ,y)  le  premier  membre 
de  {"équation  d'une  adjointe  d'ordre  n  —  i,  passant  par  les  points 
oiiC  =  o  coupe  la  proposée. 

IV.  —  Quartiques  planes. 

20.  On  sait  qu'il  existe  soixante-trois  systèmes,  simplement  infini 
cliacun,  de  coniques  quadritangentes  à  la  courbe  plane  d'urdre  quatre 
sans  point  singulier  :  je  montre,  dans  le  Mémoire  13,  que  deux  de  ces 
systèmes  jouent,  vis-à-vis  lun  de  l'autre,  deux  rôles  diirérenls  selon 
la  nature  des  coni(jues  décomposées  (couples  de  bitr.ngentes  i  (jirils 
renferment. 

Dans  les  deux  cas.  —  Toute  cubique  menée  par  les  buit  points  de 
contact  de  deux  coniques  de  systèmes  ditierents  coupe  la  quartique  en 
quatre  points  nouveaux,  qui  sont  les  points  de  contact  d'une  conique 
quadritangente  d'un  troisième  système;  inversement,  les  douze  points 
de  contact  de  trois  coniques,  C,,Cj,C3,  appartenant  respectivement  à 
ces  trois  systèmes  sont  sur  une  cubi(]ue,  — . 

Dans  le  premier  cas.  —  Les  trois  coniques  C,,  Co,  C,  sont  doublement 
tangentes  à  une  même  conique,  et  les  six  points  de  contact  sont  sur  la 
cubique  ï. 

Dans  le  second  cas.  —  Les  trois  coniques  €,,€2,03,  prises  deux  à 
deux,  ont  douze  points  d'intersection,  parmi  lesquels  trois  sont  en 
ligne  droite  et  sont  situés  sur  la  (uibique  1. 

21.  Ces  résultats  sont  obtenus  par  une  méthode  purement  algé- 
brique, qui  dérive  de  mes  recherches  sur  la  surface  deKummer;  on 
verra  plus  loin  (n"  72)  l'analyse  d'un  autre  travail,  où  je  rattache  les 
courbes  du  quatrième  ordre  (ou  de  quatrième  classe),  à  une  intéres- 
sante surface  du  sixième  descré,  liée  elle-même  aux  fonctions  abé- 
liennes  de  trois  variables. 


V.  —  Sujets  divers. 

22.  Le  Mémoiro  14  donne  une  interprétation  géométrique  simple 
(le  V équation  modulaire  pour  la  transformation  ilu  troisième  ordre  des 
fonctions  elliptiques. 

Soit  une  cubique  plane  unicursale  quelconque;  les  quatre  tangentes 
qu'on  peut  lui  mener  d'un  point  arbitraire  la  coupent  de  nouveau  en 
quati'e  points  :  le  rapport  anharmonique  des  droites  qui  joignent  à  ces 
ijuatre  points  le  point  double  de  la  cubique  et  le  rapport  anliarmonique 
des  quatre  tangentes  primitives  sont  liés  par  l'équation  modulaire  de 
la  transformation  du  troisième  ordre. 

Cette  équation  est,  en  désignant  par  p  et  7  les  deux  rapports  consi- 
dérés : 

v/?!7  -h  v'(l  — p)(l—  i7)  =  I  ; 

je  vérifie  directement  ce  résultat  pour  la  cubique 
J"'  -!-  3  À- xy-  +  ox''--\-y-^zo, 

ce  qui  me  donne,  pour  0  et  <7,  ces  expressions  rationnelles,  satisfaisant 
à  l'équation  modulaire  ci-dessus  : 


().- 

i)M3/.^ 

0 

(À--i)(3-/.- 

.)' 

(>■- 

1)^3/.— 

.)' 

--(>,  +  ,)(3>.- 

.)' 

L'équation  modulaire  entre  c  et  ^,  c'est-à-dire  entre  les /•-  et  k]  de 
Legendre,  est  donc  de  genre  zéro. 

La  Note  14  indique  une  interprétation  géométrique  différente  pour 
l'équation  modulaire  générale,  à  l'aide  des  polygones  de  Poncelet. 

23.  Enfin,  en  appelant  50^/1/72?/^  doubles  dans  une  série  de  polygones 
de  Poncelet  ceux  des  quatre  polygones  de  la  série  qui  sont  repliés  sur 
eux-mêmes,  en  excluant  toutefois  certains  sommets  bien  défini-, 
j'établis  (15)  que  : 

Le  centre  harmonique  des  sommets  d' un  polygone  quelconque  de  lu 
série  par  rapport  à  une  droite  donnée  est  un  point  Jixe,  si  cette  droite  con- 
tient deux  sommets  doubles. 
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DEUXIÈME  SECTION. 

LE  THÉORÈME  D'ABEL  ET  QUELQUES-UNES  DE  SES  APPLICATIONS 

GÉOMÉTRIQUES. 


I.  —  Formules  analytiques. 

24.  La  première  formule  relative  au  théorème  d'Abel,  et  qui  revient 
d'ailleurs  dans  certains  cas  à  une  formule  antérieurement  connue,  est 
établie,  sous  diiïérentes  formes,  dans  les  Mémoires  17  et  18;  elle  peut 
être  présentée  ainsi  : 

Soit  C  une  courbe  plane  ou  gauche;  on  considère  une  intégrale 
abélienne  quelconque,  I,  appartenant  à  la  courbe,  et  mise  sous  forme 
homoarène 


et  l'on  coupe  la  courbe  C  par  un  système  de  surfaces 

dépendant  algébriquement  d'un  paramètre  u  : 

La  somme  des  intégrales  I  dont  tes  limites  inférieures  et  supérieures 
sont  respectivement  les  points  d'intersection  de  la  courbe  C  avec  deux  sur- 
faces du  système  $,  correspondant  aux  valeurs  u^  et  u  du  paramètre,  a 
pour  expression 

il=  r    {lr)du, 

Sr  désignant  la  somme  des  résidus,  par  rapport  aux  zéros  de  S,  de  la 
fonction 

Q{x,y,z,i)  <I>;, 


S{a;y,z,t)    O 


{x'  t  —  xl'). 


où  oc, y,  z,  t  désignent  les  coordonnées  d'un  point  de  C  exprimées  en 
H.  4 
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l'onction  (ihêla/uchsienne  pa.r  exemi^e)  d'une  même  variable;  x'  et  /' 
sont  les  dérivées  de  a-  et  t. 

La  formule  s'applique  même  au  cas  où  les  polynômes  Q  et  S  con- 
lieiiiient  le  paramètre  u. 

Pour  le  calcul  des  résidus,  il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître 
explicitement  les  expressions  de  x,y,  -,  /  en  fonction  d'une  variable; 
la  formule  n'introduit  en  effet  que  des  éléments  gcornétriqiies  de  la 
courbe  C. 

Une  conséquence  importante  est  la  suivante  : 

La  somme  des  intégrales  I,  dont  les  limites  inférieures  et  supérieures 
sont  respectivement  les  points  d'intersection  de  la  courbe  C  avec  deuœ 
surfaces  quelconques  de  même  ordre,  est  nulle,  si,  parmi  les  surfaces  du 
faisceau  déterminé  par  les  deux  surfaces  sécantes,  il  en  est  une,  Z,  qui 
passe  par  tous  les  points  de  la  courbe  C  rendant  l'intégrale  infinie  : 
quand  un  point  est  un  infini  d'ordre  h  pour  la  quantité  sous  fe  si^ne  f,  la 
surface  1  doit  avoir  au  même  point,  avec  C,  un  contact  d'ordre  h  —  i . 

Parmi  d'autres  corollaires  analogues,  s'appliquant,  en  particulier, 
aux  intégrales  de  seconde  espèce,  on  peut  en  signaler  un,  que  j'ai 
d'ailleurs  établi  (20)  par  une  métbode  élémentaire  : 

La  somme  des  i-aleurs  que  prend  une  fonction  rationnelle  des  coor- 
données, homogène  et  de  degré  zéro  Q(.t,  y,  z)  :  \(x,  y,  ::),  aux  points 
communs  à  une  courbe  plane  f  =  o  et  à  chacune  des  courbes  d'un  fais- 
ceau ponctuel,  reste  constante,  si  les  courbes  du  faisceau  qui  passent  res- 
|)ectivenient  parles  points  d'intersection  des  courbes  f^  o,  V  =  o,  ren- 
dant Q  :  \  infini,  ont  en  chacun  de  ces  points,  avec  f,  un  contact  d'un 
ordre  au  moins  égal  à  la  différence  des  ordres  des  contacts  entre  la 
courbe  f  et  les  courbes  V  et  Q  au  même  point. 

Si  la  courbe  Q  =  o  ne  passe  pas  par  le  point  considéré,  l'ordre  de 
son  contact  avec/sera  regardé  comme  égal  à  —  i. 

Des  propositions  de  même  nature  s'appliquent  à  l'espace  (18). 

25.  Sommes  de  Jacobi.  —  Une  autre  série  de  formules  se  rapporte  à 
l'expression  de  sommes  remarquables:  étant  données,  en  coordonnées 
cartésiennes,  trois  surfaces,  d'ordres  m,  n,  p,  si  l'on  désigne  par  A 
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leur  jacobien  pt  si  Q(^, ^',  :■)  est  un  polynôme  d'ordre  m  -r  n  -r- p  —  ] 
nu  plus,  [jouville  et  Clebscli  ont  montré  que  la  somme 

étendue  aux  points  communs  aux  trois  surfaces,  est  nulle,  et  Jacobi 
avait  établi  le  tliéorème  correspondant  pour  le  plan.  Or,  du  théorème 
de  Jacobi,  Clebsch  a  déduit  une  démonstration  du  théorème  d'Abel 
dans  le  cas  des  intégrales  de  première  espèce  :  cette  liaison  entre  les 
deux  propositions  m'a  fait  penser  qu'on  pourrait  sans  doute,  it  l'aide 
de  l'expression  générale  indiquée  plus  haut  pour  le  théorème  d'Abel, 
arriver  à  évaluer  la  somme  1,  lorsque  le  degré  du  polynôme  Q  dé- 
passe m  -h  n  -\- p  —  4.  C'est  en  effet  ce  que  j'ai  pu  faire  et  j'ai  donné 
une  formule  qui  ramène  la  somme  cherchée  à  une  autre,  étendue  seu- 
lement aux  points  situés  à  l'infini  sur  la  courbe  d'intersection  de  deux 
des  trois  surfaces  proposées. 

Par  exemple,  si  Q  est  d'ordre  m  -\-  n  -i-p  —  3,  la  somme  cherchée  a 
pour  expression,  en  désignant  par/=  o,  ç.  =  o,  i/  =  o  les  équations 
des  trois  surfaces  primitives 

.rQ 


2; 


'[fw.-r.?yy 


la  nouvelle  somme  s'étendant  aux  points  à  l'infini  de  la  courbe  f=  o, 
o  =  o.  On  voit  ainsi  que  la  somme  1  ne  dépend  que  des  ternies  des 
degrés  les  plus  élevés  dans  les  polynômes  Q,  /.  ç.  et  'i;  de  plus,  la 
manière  dont  elle  dépend  des  coefficients  du  polvnome  ■]/  est  mise 
nettement  en  évidence.  Il  va  sans  dire  qu'on  obtientpourSdeuxautres 
expressions  analogues  en  permutant/,  o  et  •]/. 

Si  le  degré  de  Q  dépasse  m  -+-  n  -h p  —  3,  la  formule  est  analogue, 
bien  qu'un  peu  plus  compliquée. 

Enfin  des  formules  de  même  nature  expriment  les  sommes  plus 
générales  où  Q  est  nnç  fonction  rationnelle  :  on  comprendra  l'intérêt 
de  ces  résultats,  si  l'on  remarque  que  les  sommes  considérées  s'intro- 
duisent quand  on  cherche  à  étendre  le  théorème  d'Abel  aux  intégrales 
multiples. 

C'est  ainsi  quej'ai  été  conduit,  relativement  aux  intégrales  doubles. 
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à  des  tliéorèiiies  de  même  nature  que  ceux  rappelés  plus  haut  poul- 
ies intégrales  simples;  par  exemple  : 

i"  La  somme  algébrique  des  valeurs  que  prend  une  intégrale  double 
abéhenne,  appartenant  à  une  sur/ace  algébrique  S,  dans  les  polygones 
cun;  lignes  découpés  sur  cette  surface  par  deux  surfaces  quelconques  d'un 
premier  faisceau  ponctuel  et  deux  surfaces  quelconques  d' un  deuxième 
faisceau,  est  égale  à  zéro,  s'il  existe  une  surface  2,  formée  par  l'ensemble 
d'une  surface  du  premier  faisceau  et  d'une  surface  du  second,  passant 
par  tous  les  points  de  la  surface  primilive  S,  qui  rendent  l'élément  de 
l'intégrale  irfiiii;  de  plus  1  doit  avoir  avec  S,  e/i  tout  point  de  cette 
surface  qui  est  un  infini  d ordre  l pour  l'élément  de  L' intégrale,  un  contact 
d'ordre  l  —  i . 

2"  Lu  somme  algébrique  des  valeurs  que  prend  une  intégrale  double 
abéhenne  appartenant  à  une  surface  algébrique,  S,  dans  les  polygones 
découpés  sur  cette  surface  par  deux  surfaces  quelconques  d'un  premier 
faisceau  tp,  -t-  n  $2=^  o,  et  deux  surfaces  quelconques  d'un  deuxième 
faisceau  W^  -+-  vW.,  =  o,  est  une  fonction  entière  du  paramètre  u,  et  une 
fonction  rittuinnelleet  logarithmique  du  paramètre  c,  si  la  surface  $0  =  o 
du  pr-emier  faisceau  passe  par  tous  les  points  de  S  qui  rendent  l'élément 
de  l'intégrale  infini. 

Si  la  surface  ^''0  =  0,  du  second  faisceau,  satisfait  également  à  la 
même  condition,  la  somme  précédente  est  une  fonction  entièr-e  des  deux 
paramètres  u  et  v. 

La  plupai't  des  résultats  géométriques  qui  suivent  sont  des  appli- 
cations de  ces  formules  ou  propositions. 


II.  —  Propriétés  métriques  diverses. 

2G.  De  la  proposition  du  n"  24  dérivent,  entre  autres  conséquences 
simples,  les  suivantes  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  communs  à  une  courbe 
algébrique  plane  fixe  et  aux  courbes  d'un  faisceau  est  un  point  fixe,  si 
chaque  asymptote  de  la  coui'be  est  asymptote  à  l'une  des  courbes  du 
faisceau. 
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A  mie  coiirlio  nigébriquc  piano,  ayant  toutes  ses  asymptotes 
(l'iiillexion,  on  mène  des  tangentes  par  un  point  (|ucleon(|ue  :  le 
eentre  des  moyennes  distances  des  points  de  contaet  est  un  point  fixe. 
Ce  point  est  également  le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
de  contact,  avec  la  proposée,  des  tangentes  communes  à  celte  courNe 
et  à  une  courbe  algébrique  quelconque. 

La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  (|nelconque  aux  tan- 
gentes communes  à  deux  coui'bes  algébrifjues  reste  constanle  (juand 
l'une  de  ces  courbes  varie  en  conservant  ses  foyers  et  les  directrices 
correspondantes  :  par  directrice,  j'entends  la  droite  (jui  joint  les 
points  de  contact  des  deux  tangentes  isotropes  issues  d'un  l'ovei'. 

Je  signale,  entin,  ce  tbéorème  que  j'ai  communiqué  verbalement  à 
la  Société  Matbématique  : 

Si  la  somme  des  carrés  t'es  normales  qu'on  peut  abaisser  d'un  point 
sur  une  surface  algébrique  Jîve  demeure  constante,  le  lieu  de  ce  pi)int  est 
une  surface  du  second  ordre;  les  surfaces  du  second  ordre  (pi  un  obtient 
ainsi,  en  faisant  varier  la  valeur  de  la  somme  constante,  sont  concentriques 
et  homothétiques. 

III.  —  Propriétés  angulaires. 

27.  Elles  se  rattachent  à  la  notion  d'orientation  dans  le  plan,  due  i\ 
Laguerre  :  deux  systèmes  de  «  droites  ont  même  orientation  lorsque 
la  somme  des  angles  que  font  les  n  droites  avec  un  axe  fixe  est  la 
même  pour  les  deux  systèmes,  à  un  multiple  près  de  -. 

Je  donne  à  ce  sujet  (23,  2i)  un  théorème  fondamental  : 

Pour  qu'un  système  de  n  droites,  variable  algébriquement,  garde  une 
orientation  fixe,  il  faut  et  il  suffit  que,  lorsqu'une  ou  plusieurs  droites  du 
système  viennent  à  passer  par  un  des  points  cycliques  du  plan,  d'autres 
droites  du  système,  en  même  nombre, passent  au  même  instant  par  l'autre 
point  cyclique. 

Voici  (|uelques  conséquences  : 

Les  systèmes  de  tangentes  menées  d'un  point  à  deux  courbes  de 
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même  classe  ont  même  orientation  si  le  point  est  foyer  d'une  des 
courbes  du  faisceau  tangentiel  déterminé  par  les  deux  premières,  et 
réciproquement. 

Cette  propriété  définit  d'une  manière  simple  le  lieu  des  foyers  des 
tourbes  d'un  faisceau  tangentiel,  déterminé  par  deux  courbes  A  et  B, 
de  classe/?  :  si  l'on  joint  un  point  du  lieu  aux  n  foyers  réels  de  A  et  aux 
/(  foyers  réels  de  B,  les  deux  systèmes  de  droites  ont  même  orienta- 
lion.  On  retrouve  ainsi,  h  un  point  de  vue  différent,  des  courbes  re- 
marquables rencontrées  par  M.  Darboux.  De  plus  : 

Le  ceittre  harmonique,  par  rapport  à  un  point  du  plan,  des  n  foyers 
réels  d'une  eourbe.  variable  dans  un  faisceau  tangentiel,  décrit  un  cercle. 

28.  A  cet  ordre  d'idées  se  rattache  un  problème  intéressant  : 

Trouver,  si  elles  existent,  toutes  les  courbes  algébriques,  telles  que  le 
système  des  tangentes  qu'on  peut  mener  d'un  point  à  l'u/ie  d'elles  ait 
une  orientation  fi.ie,  indépendante  de  la  position  du  point  dans  le  plan. 

.le  montre  que  ces  courbes  sont  celles  qui  n'ont  pas  de  foyer  à  distance 
finie;  leur  équation,  en  coordonnées  tangentielles  rectangulaires,  est 

(«-+  ^'-)fu-n  {",  <',  »■)  =  F„((/,  r), 

/],_.  et  F„  étant  des  polynômes  homogènes  quelconques,  de  degré 
marqué  par  l'indice.  Dans  celte  catégorie  rentrent  toutes  les  hypocy- 
cloides  algébriques  obtenues  en  faisant  rouler  un  cercle  à  l'intérieur 
d'un  cercle  plus  grand;  et,  en  particulier,  l'iiypocycloïde  à  trois  re- 
broussements,  dont  j'ai  fait,  à  ce  point  de  vue,  une  étude  assez  com- 
plète. 

Si,  par  un  point  M  du  plan,  on  mène  les  tangentes  à  une  de  ces  courbes, 
le  centre  harmonique  des  points  de  contact  par  rapport  à  I\I  coïncide  avec 
ce  point. 

29.  Toutes  ces  propriétés  d'orientation  ne  semblent  pas  pouvoir 
s'étendre  à  l'espace  d'une  manière  simple;  je  citerai  seulement  deux 
résultats  : 

1°  Soit  un  faisceau  tangentiel  de  surfaces  de  classe  n  :  il  existe  des 
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droites  jouissant  de  celte  propriété  que  l'orientation  du  système  des 
n  plans  tangents,  menés  par  l'une  d'elles  à  une  surface  du  faisceau, 
demeure  fixe  quand  la  surface  varie;  ces  droites  forment  un  complexe 
d'ordre  in  —  \ . 

La  surface  des  singularités  du  complexe  est  le  lieu  des  lignes  focales 
des  surfaces  du  faisceau;  les  droites  singulières  sont  les  tangentes  de 
ces  focales. 

2°  Si  une  surface  algébrique  a  toutes  ses  focales  à  l'infini,  c'est- 
à-dire  si  son  équation  en  coordonnées  tangentielles  rectangulaires  est 
du  type 

F«(«,  ^',  "■)  —  ("-+  i'-  -f-  ir-)/„^,(f/,  i',  n-,  p)  =  o, 

l'orientation  des  n  plans  tangents  qu'on  peut  lui  mener  par  une 
droite  quelconque  est  la  même  que  celle  des^  plans,  menés  parla  droite 
parallèlement  à  n  directions  fixes. 


IV.  —  Arcs  des  courbes  de  direction. 

30.  Les  courbes  de  direction  sont,  d'après  Laguerrc,  les  enveloppes 
de  droites  ayant  un  sens  déterminé;  leur  équation  générale,  en  coor- 
données tangentielles  rectangulaires,  est  u- +  (>'-  =  R^(»,  c),  R  étant 
une  fonction  rationnelle  de  u  et  r. 

L'arc  d'une  telle  courbe  s'exprime  par  une  intégrale  abélienne 
apparlenanl  à  la  courbe;  les  formules  du  théorème  d'Abel  s'appliquent 
donc  immédiatement  à  l'expression  de  la  somme  des  arcs  interceptés, 
par  deux  courbes  quelconques  de  même  degré,  sur  une  courbe  de 
direction  fixe. 

Le  Mémoire  17,  après  quelques  généralités  sur  les  courbes  de 
direction,  contient  la  détermination  des  lignes  de  direction  du  troi- 
sième degré  :  ce  sont  les  courbes  représentées  en  coordonnées  po- 
laires, par  les  équations 

p'cosSw^a';         p'cosJ6)  =  a'; 

l'application  des  formules  générales  donne  ensuite,  relativement  aux 
arcs,  de  très  nombreux  résultats  dont  voici  les  plus  saillants  : 
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3  I .  Sur  une  courbe  de  direction  n'ayant  que  des  asymptotes  distinctes , 
non  isotropes,  la  somme  algébrique  des  arcs  interceptés  par  deux  courbes 
quelconques  d'un  même  degré  est  égale  à  la  somme  des  segments  que  ces 
courbes  interceptent  sur  les  asymptotes  de  la  proposée. 

Ce  Ihéorème  s'applique,  par  exemple,  aux  courbes 

où  n  est  un  entier  non  négatif. 

Sur  une  courbe  de  direction  d'ordre  in.  admettant  comme  point  mul- 
tiple doj-dre  n,  à  tangentes  distinctes,  chacun  des  deux  points  cycliques 
du  plan,  la  somme  des  arcs  interceptés  par  deux  courbes  quelconques  d'un 
même  degré  est  égale  à  la  somme  des  arcs  que  ces  courbes  interceptent 
sur  n  cercles,  liés  invariablement  à  la  proposée. 

Ce  ilernier  théorème,  lorsque  les  courbes  sécantes  sont  deux  droites, 
généralise  une  des  propriétés  fondamentales  du  cercle,  celle  de  la  me- 
sure des  angles  : 

La  somme  algébrique  des  arcs  interceptés  sur  la  courbe  de  direction 
précédente  par  les  deux  côtés  d'un  angle  est  proportionnelle  à  la  gran- 
deur de  cet  angle  et  indépendante  de  sa  position  dans  le  plan . 

32.  Parmi  les  courbes  de  direction,  il  en  est  de  particulièrement 
remarquables  :  en  cherchant,  en  effet,  à  déterminer  les  courbes  algé- 
briques sur  lesquelles  l'arc  est  une  intégrale  abélienne  de  première 
espèce,  j'ai  trouvé  que  ce  sont  les  courbes  de  direction  n'ayant  pas 
d'autre  point  à  l'infini  que  les  points  circulaires;  il  faut  et  il  suffit,  de 
plus,  qu'en  chacun  de  ces  deux  points  multiples,  suivant  la  termino- 
logie connue  d'Halphen,  la  courbe  ne  présente  que  des  cycles  dont  la 
classe  surpasse  l'ordre  (').  Par  exemple,  si  les  tangentes  aux  points 

('  I  Un  acte  est,  d'après  Halphen,  l'ensemble  des  branches  d'une  courbe  qui  cor- 
respondent, en  un  point  de  celte  courbe,  à  une  même  valeur  de  la  variable  auxiliaire,  à 
l'aide  de  laquelle  les  coordonnées  s'expriment  d'une  manière  uniforme  aux  environs  du 
point  considéré. 

Vordre  du  cycle  est  le  nombre  de  points  confondus  avec  l'origine  du  cycle  dans  le 
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circulaii'cs  sont  distinctes,  cliacune  d'elles  devra  être  tangente  d'in- 
lloxion  poiii'  la  hranclie  correspondante. 

Sur  une  de  ces  courbes  remarquables,  deux  courhcs  quelconques  d'un 
mâne  degré  interceptent  des  arcs  dont  la  somme  algébrique  est  nulle. 

On  ne  rencontre  |)as  de  coarl)e  de  cette  nature  avant  le  sixième 
degré;   la   plus  simple  a  pour  équation    polaire  p'  =  a'cos3co,   les 

courbes 

p"  =  a"  cos«t.) 

appartiennent  à  la   même  catégorie,  si  n  désigne   un  entier  impair, 

supérieur  à  3,  ou  une  fraction  de  la  forme -^^ — ^>  oétant  entier,  positif 

et  supérieur  ;i  l'entier  positif  y. 

La  courbe  p''  =  a'  cosSco  est  de  genre  m/?,- son  arc  est  donc  l'intégrale 
elliptique  de  première  espèce  correspondante  :  W.  Roberts  avait  déjà 
observé  que  l'arc  s'exprime  par  une  intégrale  elliptique  de  première 
espèce,  mais  sans  remarquer  que  cette  intégrale  appartient  à  la  courbe. 

.33.  Le  Mémoire  17  contient  quelques  propriétés  relatives  aux 
centres  de  gravité  des  arcs  des  courbes  de  direction;  en  voici  une, 
à  titre  d'exemple  : 

Les  arcs  interceptés  sur  une  courbe  de  direction  pur  deux  courbes  quel- 
co/u/ues  d'un  même  degré  ont  une  somme  algébrique  nulle,  et  le  centre 
de  gravdé  des  arcs  posuifs  coïncide  avec  celui  des  arcs  négatifs,  si  la  courbe 
de  direetwn  considérée  n'a  pas  d'autres  points  à  l'infini  que  les  points 
circulaires,  et  si  elle  ne  présente,  en  chacun  d'eux,  que  des  cycles  dont  la 
classe  surpasse  le  triple  de  l'ordre. 

Ce  théorème  s'applique,  en  particulier,  aux  courbes  p"=  a"  cos«co, 
si  n  est  un  entier  impair,  égal  ou  supérieur  h  5. 


nombre  total  des  points  d'intersection  de  la  courbe  et  d'une  droite  différente  de  la  tan- 
gente au  cycle;  si  cette  droite  est  la  tangente,  le  nombre  des  points  d'intersection  con- 
fondus avec  l'origine  du  cvcle  est  égal  à  la  somme  de  l'ordre  et  de  la  classe  de  ce  cvcle. 
H.        "^  '  5 
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Dans  un  aulri;  ordre  d'idées,  les  courl)CS  de  direclion  donnent  lien  ii 
ce  théorème  : 

Toute  ligne  de  courbure  plane,  non  mulliplr,  d'une  swface  algébrique 
est  une  courbe  de  direclion,  lorsque  l'angle,  nécessairement  constant,  sous 
lequel  son  plan  coupe  la  surface  n'est  ni  nul  ni  droit. 

V.  —  Aires  sphériques. 

34.  Voici  les  denx  résultats  fondamentaux  sur  cette  question  (18)  : 

Soient  deux  surfaces  quelconques  de  même  ordre  p.  et  deux  autres  sur- 
faces de  même  ordre  q  :  la  somme  algébrique  des  -^.pq  aires  que  ce  sys- 
tème découpe  sur  une  sphère  de  rayon  R  est  égale  à  iç,Vtd;  p  étant  un 
coefficient  dépendant  utiiquement  du  système  des  quatre  surfaces  primi- 
tives, et  d  désignant  la  distance  du  centre  de  la  sphère  à  un  plan  lié  inva- 
riablement Cl  ce  système. 

Un  système,  composé  de  deux  surfaces  quelconques  de  même  ordre  et 
de  deux  autres  surfaces  asymptoticjues  entre  elles,  découpe  sur  une  sphère 
des  aires  dont  la  somme  algébrique  reste  fixe  pour  toutes  les  positions  de 
la  sphère  dans  l'espace  :  elle  est  égale  au  produit  du  rayon  par  un  para- 
mètre qui  dépend  uniquement  des  surfaces  primitives. 

Ce  paramètre  est  d'ailleurs  nul  si  les  deux  premières  surfaces  sont 
asymptoti(]ues  entre  elles,  ou  si  les  deux  secondes,  au  lieu  d'être 
asymptoticjues,  sont  asymptotes  :  par  asymptotiques,  j'entends  des 
surfaces  qui  ont  mêmes  points  à  l'infini;  par  asymptotes,  des  surfaces 
qui  ont  mêmes  points  à  l'infini  et  mêmes  plans  tangents  en  ces  points. 

35.  On  comprend,  sans  qu'il  soit  utile  d'en  donner  des  exemples,  à 
(]uelles  variétés  d'applications  se  prêtent  ces  deux  théorèmes  géné- 
raux; par  une  méthode  élémentaire  (26,  27,  28)  j'ai  étahli  des  propo- 
sitions de  même  nature,  qui  constituent  l'extension  à  la  sphère  de  la 
propriété  si  simple  el  si  remarquahle  que  [trésente  la  circonférence  de 
cercle  pour  la  mesure  des  angles  situés  dans  son  plan  :  la  dillerence 
(ou  la  somme)  des  arcs  interceptés  par  les  deux  côtés  d'un  angle  a  sur 
une   circonférence  de  rayon  R  est  égale  à  2Ra.  Dans   l'espace,  ce 
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tliéurème  n'est  pas  a[)[)lical)le  sans  moiiiticalion  à  la  clilTércnce  ties 
aires  que  découpe,  sur  une  sphère,  un  angle  solide  ou  un  cône  rencon- 
trant cette  surface  suivant  deux  courbes  fermées  :  la  différence  en 
question  n'est  pas  seulement  fonction  du  rayon  de  la  sphère  et  de  la 
forme  du  cône;  mais  il  suffit,  pour  l'exprimer,  d'introduire  un  nouvel 
élément,  la  dislance  du  centre  de  la  sphère  à  un  plan  passant  par  le 
sommet  du  cône  et  lié  invariablement  à  ce  cône.  Donnons  l'énoncé 
exact  de  la  proposition  : 

:}(i.  Un  cône  déroupe,  sur  une  sphère  concentrique  d(!  rayon  un, 
deux  aires  symétriques;  appelons  plan  d'orientaiion  du  cône  le  plan 
mené  par  le  sommet  normalement  à  la  droite  qui  joint  les  centres  de 
gravité  de  ces  deux  aires,  et  module  le  produit  de  la  distance  des  deux 
centres  de  gravité  par  la  valeur  de  l'angle  coni(|ue. 

La  différence  des  deux  aires  que  découpe,  sur  une  sphère  de  rayon  |{, 
un  cône,  dont  toutes  les  génératrices  coupent  la  sphère,  est  égale  à  2  oR^/, 
3  étant  le  module  du  cane  et  d  la  dislance  du  centre  de  la  sphère  au  plan 
d'orientation. 

L'application  aux  angles  polyèdres  et  aux  cônes  du  second  ordre 
donne  des  résultats  intéressants. 

Le  plan  d'orientation  et  le  module  d'un  angle  trièdre  se  déterminent 
simplement  :  il  suffit  d'élever  au  sommet,  sur  chacune  des  faces  et  vers 
l'extérieur  du  trièdre,  une  normale  égale  à  l'angle  de  la  face,  et  de 
composer  comme  des  forces  les  trois  longueurs  ainsi  obtenues;  la  ré- 
sultante est  égale  au  module  du  trièdre  et  perpendiculaire  à  son  plan 
d'orientation.  Une  construction  semblable  s'applique  à  un  angle 
polyèdre  quelconque.  Comme  conséquences,  un  angle  trièdre  tri- 
rectangle  dont  le  sommet  est  sur  une  sphère,  et  dont  l'axe  (inter- 
section des  plans  bissecteurs)  passe  par  le  centre  de  la  sphère,  découpe 
sur  celle-ci  une  aire  égale  à  -R-\/3;  dans  les  mêmes  conditions,  un 
trièdre  dont  les  faces  sont  de  Go°  découpe  une  aire  égale  au  sixième  de 
la  sphère  totale. 

'■M .  Les  mêmes  formules  permettent  d'évaluer  simplement  sur  la 
sphère  une  aire  quelconque  limitée  par  des  arcs  de  petits  cercles;  il 
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suffit  pour  cela  de  savoir  calculer  la  surface  de  la  lunule  comprise 
entre  deux  petits  cercles,  et  je  donne  à  cet  effet  une  expression  très 

simple. 

38.  La  valeur  du  module  d'un  cùne  du  second  ordre  me  permet  de 
calculer  le  différence  des  aires  découpées  sur  une  sphère  par  une  qua- 
drique;  on  arrive  ainsi  à  des  résultats  curieux  et  inattendus. 

Soit  M^=-i-  Nv-  +  ?z-=  K  l'équation  d'une  quadri(|ue  rapportée  à 
son  centre  et  à  ses  axes;  appelons  module  correspondant  au  plan  prin- 
cipal :;  =  o  la  valeur  absolue  de  la  quantité 

27:P 


V/(M-P)(N-P) 


et  définissons  de  même  les  modules  correspondant  aux  deux  autres 
plans  principaux. 

Deux  de  ces  modules  sont  réels,  le  troisième  est  imairinaire. 

Supposons  maintenant  que  la  quadrique  coupe  une  sphère  de  rayon  H 
suivant  deux  courbes  fermées  ;  le  cône  du  second  ordre  qui  passe  par  cette 
inte/section.  et  dont  le  sommet  est  intérieur  à  la  sphère,  a  son  are  intérieur 
normal  à  un  des  plans  principaux  de  la  quadrique;  soit  II  ce  plan. 

La  différence  des  deux  aires  découpées  par  la  (juadrique  sur  la  sphère 
a  pour  valeur  •îpRr/,  p  désignant  le  module  correspondant  au  plan  II;  et 
d  la  distance  du  centre  de  la  sphère  à  ce  plan. 

Dans  le  cas  d'une  quadrique  de  révolution,  le  plan  II  est  toujours 
celui  de  l'équateur;  et  si  la  méridienne  est  une  parabole,  je  montre 
que  : 

La  différence  des  deux  aires  que  découpe  sur  une  sphère  un  paraboloide 
de  résolution  est  égale  à  /j-R/J,  p  désignant  le  paramétre  de  la  parabole 
méridienne  :  cette  différence  est  donc  indépendante  des  positions  des  deux 
surfaces  dans  l'espace,  pourvu  toujours  que  le  paraboloide  coupe  1 1  sphère 
suivant  deux  courbes  fermées. 

39.  Les  pinceau.T  de  droites  donnent  lieu  à  une  formule  analogue 
aux  précédentes.  Appelons  ouverture  du  pinceau  le  double  de  l'aire 
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découpée  sur  une  sphère  de  rayon  un  par  le  faisceau  dos  droites  me- 
nées du  centre  de  la  sphère  parallèlement  aux  droites  du  pinceau  :  la 
somme  algchrique  des  deux  aires  que  découpe  un  pinceau  sur  une 
sphère  est  le  douhie  produit  du  rayon  par  l'ouverture  et  par  la  dis- 
tance du  centre  de  la  sphère  au  plan  de  symétrie  des  deux  points 
focaux  du  pinceau.  De  même,  la  somme  algéhrique  des  deux  aires 
découpées  sur  une  sphère,  par  un  pinceau  de  droites  parallèles  à  un 
plan,  est  égale  au  produit  du  rayon  par  un  coefficient  constant,  qui 
ne  dépend  que  de  la  nature  du  pinceau. 

On  déduit  de  là  des  propositions  intéressantes  relatives  à  la  somme 
ou  à  la  différence  des  aires  (|ue  découpent  sur  une  sphère  certaines 
surfaces  réglées;  ainsi,  pour  un  conoïde,  cette  somme  est  le  produit 
du  ravon  par  un  coefficient  qui  ne  dépend  que  de  la  forme  du  conoide. 
et  c'est  là  une  généralisation  directe  du  théorème  de  la  mesure  des 
angles. 

VI.  —  Aires  ellipsoïdales. 

40.  Divers  géomètres  ont  essayé  d'étendre  aux  aires,  sur  l'eilip- 
soide.  les  propriétés  classiques  si  simples  et  si  élégantes  des  arcs 
d'ellipse,  mais  aucun  résultat  net  n'avait  été  ohtenu.  Les  tentatives 
les  plus  heureuses  ont  été  celles  de  Jellelt  et  de  Lebesgue,  que  nous 

allons  résumer. 

Appelons,  sur  l'ellipsoïde,  fiarallelc.  d'axe  D  et  d'angle  cp,  le  lieu 
des  points  de  la  surface  où  la  normale  fait  un  angle  9  avec  une  droite  D 
issue  du  centre:  un  parallèle  se  compose  de  deux  boucles  fermées, 
symétriques  par  rapport  au  centre,  et  l'aire  ellipsoïdale  comprise  entre 
elles  est  Vam-  du  para  II  le. 

Jellett  et  Lebesgue  ont  moniré  que  tout  parallèle  dont  l'axe  est  un 
des  axes  de  rellipsnïde  a  une  aire  exprimable  par  les  fonctions  ellip- 
tiques; de  plus,  si  Us  angles  9,  9',  9"  de  trois  parallèles,  ayant  respec- 
tivement pour  axes  les  trois  axes  a,  h,  c  de  la  surface,  vérifient  les 
relations 

-tan£;o=:  -î-iango'^  ^  tango", 

les  différences  de  leurs  aires  deux  à  deux  s'expriment  algébriquement  : 
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c'est  une  extension  directe  du  théorème  de  Fagnano  pour  les  arcs 
d'ellipse,  mais  elle  est  encore  engagée,  on  le  voit,  dans  des  formules 
algébriques. 

41.  Voici  maintenant  ce  que  j'ai  ajouté  à  cette  théorie  : 
Le  théorème  de  Fagnano  est  un  cas  particulier  d'une  proposition 
plus  générale  et  plus  élégante,  connue  sous  le  nom  de  riii'.ouK.Mr.  dk 
GuAVES.  Sur  une  ellipse  E,,  extérieure  et  homofocale  à  une  ellipse  E,  on 
prend  un  point  queleonque  C,  par  lequel  on  mène  les  deux  tangentes  à  E  ; 
soient  T  et  T' leurs  points  de  contact  :  l'excès  de  la  somme  des  longueurs 
de  ces  tangentes,  limitées  au  point  (]  d'une  part  et  aux  points  T  et  T' 
d'autre  part,  sur  l'arc  de  l'ellipse  intérieure  compris  entre  les  points  de 
contact,  est  constant. 

C'est  précisément  ce  théorème  de  Graves  que  j'ai  étendu,  pies(|nf 
mot  pour  mot,  aux  aires  ellipsoïdales,  et  cela  sous  la  forme  suivante  : 

S/tr  un  ellipsoïde  K,,  extérieur  et  /lo/ziofort//  à  un  ellipsoïde  E,  o/i  prend 
une  conique  quelconque  C,  dont  le  plan  passe  par  le  centre,  et  l'on  circon- 
scrit à  cette  conique  et  à  E  unedéveloppahle;  soient  T  et  T'  les  deux  boucles 
de  la  courbe  de  contact  de  la  développai  de  et  de  l'ellipsoïde  intérieur  : 
l'excès  de  l'aire  de  la  développahle.  limitée  à  la  conique  C  d' une  part  et 
aux  boucles  T  et  T'  d'autre  pari .  sur  l'aire  ellipsoïdale  comprise  sur  E 
enlie  ces  deux  mêmes  honrles,  est  constant. 

L'excès  constant  s'exprime  simplement  par  les  fonctions  elliptiques. 
Soient 

,.2  y-i  -■!  j^.l  yl  .2 

a-         b-        c-  a-+  9        b-+  0        c-  -+-  6 

les  équations  des  ellipsoïdes  E  et  E,  :  introduisons  les  fonctions  de 
Weierstrass  correspondant  aux  racines 

3b'-c-  ia'c'-  'ia-b- 

p  '   ■        p  p 

étant  posé 

p  rr  a-  b-  -+-  a-  c-  -!-  b'-  C'^  ; 
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l'excès  constant  a  pour  valeur 


-"\/3[-'"-"-v/— 


5)(6=-t-9)(c=H-ô)l 


9p  J 

u  étant  le  plus  petit  argument  positif  défini  par  l'équation 

un    I    =;     T 

Toutes  les  démonstrations  ont  pour  base  mes  formules  sur  les 
sommes  de  Jacobi  (n°  25). 

Si  l'on  observe  que  les  deux  bouclesT  etT'constiluent  un  parallèle, 
on  en  déduit  l'expression  générale  de  l'aire  d'un  parallèle. 

42.  Le  lliéorème  de  Jellett  et  Lebesgue  est  un  cas  particulier  du 
mien;  on  l'obtient  en  prenant  successivement,  pour  la  conique  C.  les 
trois  coniques  principales  deE,. 

43.  On  peut  trouver  sur  l'ellipsoïde  d'autres  aires  réductibles  aux 
fonctions  elliptiques. 

En  premier  lieu,  soit  une  spbère  de  centre  /,  m,  n  et  de  ravon  K, 
extérieure  à  l'ellipsoïde;  circonscrivons  à  ces  deux  surfaces  une  déve- 
loppable  :  l'aire  comprise  sur  l'ellipsoïde,  entre  les  deux  boucles  de  la 
courbe  de  contact  avec  la  développable,  est  égale,  à  une  quantité  algé- 
brique près,  à 


^r.^l(^. 


OÙ  i>  est  le  plus  petit  argument  positif  défini  parpt-  —  i  =  — — —,  et  0 
la  racine  positive  de  l'équation 

Dans  le  cas  où  la  splière  a  son  centre  sur  un  des  axes  de  l'ellipsoïde, 
Oa;  par  exemple,  j'arrive  à  l'expression  complète  de  l'aire  ellipsoïdale 
correspondante 

/?  ,  ,.  ,  /P  ,    O'i  lï'  ^if 

/p  a-  f  (7,iro-(ï'y 
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/  désignant  l'abscisse  du  cenlre  de  la  splière  et  iv  étant  le  plus  petit 
argument  positif  défini  par 

■^  11-  p 

En  second  lieu,  si  l'on  appelle  zone  ellipsoïdale  la  zone  limitée  sur  un 
ellipsoïde  par  deux  coniques,  le  long  de  chacune  desquelles  on  peut 
(circonscrire  à  la  surface  un  cône  de  révolution,  l'aire  d'une  telle  zone 
s'exprime  elliptiquement,  ('.ette  expression  résulte  du  théorème  sui- 
vant : 

Soient  r, ,  ; ,  les  coordonnées,  dans  le  plan  des  .vz,  du  sommet  d'un  cône 

de  révolution  circonscrit  à  l' elliusoïde  —,  -+-  -rr  -+-  —,  —  i  =o(a>/'">r-); 

r  a-         l>-  c-  \     -^        '-      / 

l'excès  de  l'aire  latérale  de  ce  cône,  limité  à  son  sommet  et  à  la  conique 
de  contact,  sur  l'aire  de  la  ca'otte  ellipsoïdale  compriie  à  son  intérieur,  a 
pour  expression 

X„  éiant  l  aire  du  demi-ellipsoïde,  et  u  le  plus  petit  argument  positif  défini, 
en  fonction  des  coordonnées  x^,z^  du  sommet,  par  les  relations  compa- 
tibles 

a-—  b-       p  ,  b-  —  c-        p 

L'aire  latérale  du  cône  est  algébrique  et  s'obtient  aisément.  Comme 
conséquence  : 

Les  aires  de  deux  zones  ellipsoïdales  ont  une  somme  ou  une  différence 
exprimable  algébricpiement  lorsque  les  quatre  plans  qui  limitent  ces  zones 
touchent  un  ellipsoïde  homothéliquc  à  l  ellifisoïde  proposé. 

Dans  le  cas  où  l'ellipsoïde  devient  un  paraboloïde  elliptique,  les 
zones  ont  une  aire  exprimable  rationnellement  (31,  .'Î2)  de  la  manière 
la  plus  simple. 

VII.  —  Arcs  des  courbes  algébriques. 

44.  L'arc  d'une  courbe  algébriqui;  (]uelconque  n'est  pas  une  inté- 
grale abélienne  appartenant  à  cette  courbe,  de  sorte  que  la  somme 
algébrique  des  arcs  interceptés  sur  elle  par  une  série  de  courbes  mo- 
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biles  ne  pourra  s'exprimer  à  l'aide  des  formules  du  théorème  d'Abel  : 
mais  il  en  seia  autrement  si.  en  tenant  compte  de  l'équation  delà  courbe 
mohde,  on  peut  faire  disparaître  le  radical  dans  l'élément  d'arc  de  la 
courbe  fixe. 

Le  théorème  très  général  suivant  résume  cette  théorie  (33)  : 

Sou  £  une  courbe  algébrique,  intersection  totale  ou  partielle  de  deux 
surfaces,  /=  o,  9  =  0,  sur  aucune  desquelles  elle  n'est  multiple  et  qui  ne 
se  touchent  pas  le  long  de  la  courbe  ;  posons 

On  coupe  la  courbe  z  par  des  sur/aces  ayant  pour  équation 
F^-<l>-(A'-hB=+C-2)  =  o, 

F  et  tl>  désignant  des  polynômes  quelconques  en  x,y,  z,t;  la  somme  algé- 
brique des  arcs  compris  sur  la  courbe  £  entre  deux  surfaces  de  ce  système, 
obtenues  en  faisant  suivre  une  loi  de  variation  quelconque  aux  coefficients 
des  polynômes  F  et  $,  est  une  fonction  rationnelle  des  valeurs  initiales  et 
finales  de  ces  coefficients. 

C  est  également  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  des  deux  sur- 
faces f  et  o,  pourvu  toutefois  que  l'équation  de  la  projection  de  ^  sur  un 
plan  ait  ses  coefficients  rationnels  par  rapport  à  ceux  des  deiLx  surfaces. 

L'intérêt  de  ce  théorème  est  que  les  logarithmes,  qui  figurent  en 
général  dans  les  formules  du  théorème  d'Abel,  disparaissent;  il  ne 
peut  y  avoir  d'exception  que  si  toutes  les  surfaces 

passent  par  un  même  point  à  l'infini  de  la  courbe  £,  et  si  ce  point  est 
un  point  du  cercle  isotrope  ou  un  point  de  contact  de  la  courbe  et  du 
plan  de  l'infini. 

Enfin,  une  formule  simple  donne,  dans  tous  les  cas,  l'expression  de 
la  somme  des  arcs  considérés  dans  le  théorème  général. 

45.  De  là  se  déduisent  de  très  nombreuses  conséquences,  dont  on 
va  citer  les  plus  simples. 

"•  6 
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A  une  courbe  algébrique  gauche  C,  d'ordre  n,  on  mène  les  tangentes 
qui  foui  un  angle  donné  avec  un  axe  fixe  et  l'un  fait  ensuite  varier  cet 
angle  :  la  somme  algébrique  des  arcs  parcourus  surC  parles  points  de 
contact  est  à  chaque  instant  égale  à  zéro. 

On  mène  à  C  les  plans  normaux  qui  touchent  une  sphère,  et  l'on  fait 
varier  le  rayon  de  celte  sphère,  son  centre  demeurant  fixe  :  la  somme  algé- 
brique des  arcs  parcourus  sur  C  par  les  points  d'incidence  des  plans  nor- 
maux est  égale  à  in  fois  la  variation  du  rayon,  ou  à  2(n  —  "i)  fois  cette 
variation  si  C  rt  v  points  à  l'infini  sur  le  cercle  isotrope. 

Dans  CCS  deux  énoncés,  on  suppose  que  la  courbe  C  ne  touche  pas 
le  plan  de  l'infini. 

A  une  courbe  algébrvjue  ne  touchant  pas  le  plan  de  l'infini  en  un  point 
du  cercle  isotrope,  on  mène  les  plans  normaux  qui  touchent  une  sphère, 
cl  l'on  fait  varier  le  centre  de  cette  sphère,  son  rayon  demeurant  fixe  :  la 
somme  algébrique  des  arcs  parcourus  sur  la  courbe  par  les  points  d'inci- 
dence des  plans  normaux  est  à  cha(\ue  instant  égale  à  zéro. 

La  deuxième  proposition,  appliquée  à  l'ellipse  et  à  des  sphères  (ou 
cercles)  ayant  le  même  centre  que  celte  courbe,  est  une  des  formes  du 
théorème  de  Fagnano;  dans  toute  sa  généralité  elle  constitue  donc 
une  extension  de  ce  théorème  et  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Les  huit  pieds  des  normales  qu'on  peut  mener  à  une  ellipse,  tangcntiel- 
lement  à  un  cercle  intérieur  à  la  dé>.eloppée,  se  groupent  deux  à  deux  de 
manière  à  déterminer  sur  l'ellipse  quatre  arcs,  dont  la  somme  algébrique 
est  égale  à  quatre  fois  le  rayon  du  cercle. 

46.  Dans  le  cas  particulier  des  courbes  planes,  j'ai  cherché  à  géné- 
raliser le  théorème  de  Graves  sur  les  arcs  d'ellipse;  ce  théorème,  cité 
plus  haut,  peut  recevoir  un  autre  énoncé  :  les  quatre  points  de  contact 
d'une  ellipse,  avec  les  tangentes  communes  à  celte  conique  et  à  un 
cercle  extérieur,  se  groupent  deux  à  deux  de  manière  à  déterminer 
sur  l'ellipse  deux  arcs,  dont  la  somme  algébrique  est  égale  à  celle  des 
longueurs  des  tangentes  communes. 

Sous  cette  forme,  j'ai  reconnu  (34,  36)  que  la  proposition  s'étend 
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sans  nindi/icat ion  h  un e  courbe  plane  (|uelconque,  par  une  démonstra- 
tion tout  élémentaire  : 

Les  points  de  contact  d'une  courbe  plane  C,  de  classe  v,  avec  les  2v  tan- 
gentes communes  à  celte  courbe  et  à  un  cercle,  se  groupent  deiuc  à  deux 
de  manière  à  déterminer,  sur  C,  v  arcs,  dont  la  somme  algébrique  est 
égale  à  celle  des  longueurs  des  tangentes  communes. 

Les  tangentes  communes  sont  supposées  limitées  au  cercle  d'une 
part  et  à  la  courbe  d'autre  part. 

47.  Le  Mémoire  33  contient  de  nombreuses  propriétés  des  arcs  des 
cubiques  gauches  ou  planes,  des  biquadratiques  sphériques,  de  la 
leinniscatc  de  BernouUi;  par  exemple  : 

Étant  donnée  une  cubique  gauche,  on  considère  un  quelconque  des 
cônes  du  quatrième  ordre,  w,  qui  ont  leur  sommet  en  un  point  de  la  cubique 
et  qui  passent  par  les  8  points  de  cette  courbe  oii  la  tangente  est  iso- 
trope. Le  cône  ^  admet  63  systèmes  de  cônes  du  second  ordre,  de  même 
sommet,  qui  lui  sont  inscrits,  c'est-ci-tlire  le  touchent  suiiunt  ]  généra- 
trices :  deux  cônes  inscrits  d'un  même  système  interceptent  sur  la  cubique 
gauche  quatre  arcs  dont  la  somme  algébrique  est  rationnelle. 

Deux  cercles  passant  par  le  centre  d'une  lemniscate  interceptent  sur 
cette  courbe  deux  arcs  égaux,  si  leurs  centres  sont  sur  une  même  conique, 
ayant  pour  foyers  les  foyers  de  la  lemniscate. 

Citons  encore  un  théorème  général  : 

Sur  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  algébriques,  on  considère 
les  points  où  les  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  angle  donné,  et  Von  fait 
ensuite  varier  cet  angle  ;  la  snumie  algébrique  des  arcs  décrits  sur  la  courbe 
par  les  points  considérés  s'exprime  rationnellement,  en  fonction  de  la  tan- 
gente de  l'angle  rariable  et  des  coefficients  des  surfaces  primitives. 
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TROISIÈME   SECTION. 

SURFACES    ALGÉBRIQUES. 


I.  —  Surfaces  cyclides. 

48.  Les  cvclides  sont  les  surfaces  du  quatrième  ordre  qui  ont  pour 
ligne  double  le  cercle  isotrope  à  l'intini;  elles  sont  l'objet,  dans  le 
Mémoire  37,  d'une  étude  (\étA\\\ée , parement  géornctriqiie.  qui  complète 
les  beaux  résultats  donnés  antérieurement  par  3L^L  Moutard,  Darboux 
et  Laguerre. 

L'idée  principale  de  ce  Travail  est  l'introduction  des  groupes  de 
sphères  par  rapport  à  une  cyclide:  on  sait  qu'une  cyclide  admet  une 
série  simplement  infinie  de  quadriques  inscrites,  V,  et  que,  par  la 
biquadratique  commune  à  la  cyclide  et  à  une  spbère  quelconque, 
passent  quatre  cùnes,  dont  chacun  est  circonscrit  à  une  surface  V.  Les 
sphères  auxquelles  répond  ainsi  une  quadrique  T.  donnée,  sont  dites 
appartenir  au  groupe  V  de  spJières,  et  cette  notion  entraine  de  nom- 
breuses propriétés  (^').  Une  même  sphère  appartient  à  quatre  groupes. 

Toute  tangente  à  une  quadrique  V  coupe  la  cyclide,  ainsi  que  l'a 
montré  M.  Darboux,  en  quatre  points  dont  la  détermination  dépend  de 
deux  équations  du  second  degré;  les  quatre  points  se  divisent  donc  en 
deux  couples  et  je  dis  que  les  deux  points  d'un  couple  sont  conjugués 
dans  le  SYSléme  V;  enfin,  un  cercle  bilangent  à  la  cyclide  appartient  au 


(>)  Depuis  la  publicalion  du  Mémoire  37,  qui  remonte  à  i-88J,  j'ai  reconnu,  au  cours 
de  mes  éludes  sur  la  surface  de  Kummer,  qu'aux  sphères  d'un  même  groupe  par  rapport 
à  une  cyclide,  la  transformation  de  Lie  fait  correspondre  des  droites  qui  appartiennent  à 
un  des  complexes  du  second  ordre,  en  nombre  simplement  infini,  dont  la  surface  de 
Kummer  est  la  surface  de  singularité.  H  n'est  donc  pas  étonnant  que  la  notion  de  sphères 
d'un  même  groupe  m'ait  donné  d'intéressants  résultats  géométriques;  ceux-ci  d'ailleurs, 
pour  la  plupart,  n'auraient  pu  se  déduire  des  propriétés  connues  de  la  surface  de  Kummer 
et  des  complexes  du  second  ordre  correspondants. 
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groupe  V   si    ses   deux    points    de    contact    sont   conjugues   dans    le 
système  V. 

'i9.  Cela  posé,  voici  (|uelques-unes  des  nombreuses  propositions 
établies  dans  le  Mémoire  37  : 

Le  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  nul  apparu  nai)!  à  un  même 
i^roupe  est  une  cyclide  fiomofocale  à  la  proposée. 

Les  hiquadralif/ues  communes  à  une  cyclide  et  aux  sphères  d'un  même 
f;roupe  ont  une  de  leurs  lignes  focales  sur  la  cyclide,  lieu  des  centres  des 
sphères  de  rayon  nul  du  groupe. 

Toute  sphère  passant  par  un  cercle  hitangenl  du  groupe  \  appartient 
au  groupe  V  de  sphères. 

Les  sphères  d' une  même  série  doublement  tangentes  à  une  bu/uadratupie 
sphericfue  tracée  sur  une  cyclide,  et  simplement  tangentes  à  cette  surface, 
la  touchent  sunant  une  ligne  de  courbure. 

Les  axes  des  cercles  d'un  même  groupe  ^^  bitangents  à  une  cyclide. 
touchent  une  quadrique  U,  homofocale  aux  quadriques  déférentes  de  la 
cyclide. 

Les  plans  perpendiculaires  en  leurs  milieux  aux  droites  joignant  deux 
points  d'une  cyclide  conjugués  dans  le  système  \  enveloppent  la  (jua- 
drique  U  du  théorème  précédent . 

Les  quadriques  \  et  U  ont  mêmes  directions  principales  et  les  longueurs 
de  leurs  axes  parallèles  sont  im'ersemenl  proportionnelles. 

.")0.  J'appelle  cubique  principale  d'une  cyclide  le  lieu  des  centres  îles 
(|ua(lii(jues  \"  inscrites;  de  nombreux  tbéorèmes  se  rattaclientà  cette 
courbe.  Ainsi  : 

Si  une  section  plane  a  un  axe  de  symétrie,  cet  axe  est  une  corde  de  la 
cubique  principale;  le  plan  mené  par  l'axe  normalement  au  plan  de  section 
passe  par  un  point  fixe  0  de  la  cubique. 

Réci|)roquement  :  Un  plan  quelconque  P  issu  de  0  coupe  en  outre  la 
cubique  en  l  et  m;  le  plan  mené  par  l  et  m  normalement  au  plan  P 
rencontre  la  cyclide  suivant  une  courbe  qui  admet  Im  comme  axe  de 
symétrie. 

Les  plans  des  courbes  a  deux  axes  de  symétrie  qu'on  peut  tracer  sur  ta 
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cvclide  enveloppent  une  developpahlc,  do'it  la  pndaire,  par  rapport  au 
point  0,  coïncide  avec  la  cubique  principale. 

Un  plan  quelconque  coupe,  suivant  des  courbes  à  un  axe  de  symétrie, 
trois  cvclides  d'un  système  Iwmofocal. 

Soit  0'  le  pied  d'une  normale  menée  du  point  0  à  un  des  cinq  cônes  du 
second  ordre  i/iserits  à  la  cyclide;  le  plan  tangent  en  0'  à  ce  cône  coupe  la 
cyclide  suivant  deux  cercles  égaux,  dont  les  centres  sont  équidistants 
de  0'  et  en  ligne  droite  avec  ce  point. 

La  normale  en  un  point  d'une  cyclide  et  la  corde  de  la  cubique  pnnci- 
fxile  issue  de  ce  point  déterminent  un  plan  qui  passe  par  le  point ^xe  0. 

51.  Je  signalerai  encore  des  propositions  sur  les  normales,  les 
lignes  de  courbure,  les  centres  de  courbure  principaux  d'une  cyclide 
et.  en  particulier,  des  constructions  très  simples  de  ces  centres  pour 
un  point  donné  de  la  surface.  Le  tbéorème  suivant  concerne  la  théorie 
des  points  conjugués. 

Le  lieu  des  conjugués  d'un  point  a  d'une  cyclide,  dans  un  système  V. 
est  la  biquadratique  commune  à  la  surface  et  à  une  sphère  qui  la 
touche  au  point  a:  je  montre  que  : 

Les  centres  n,,  a.,,  a^,  ...  des  sphères  qui  renferment  les  conjugués 
du  point  a  dans  les  systèmes  Y,,  \.,,  V,,  . . .  déterminent  sur  la  normale  à 
la  cvclide  en  a  une  division  homographique  à  une  division  fixe  ;  le  rapport 
anliarmonique  de  quatre  de  ces  points  est  égal  au  rapport  atiliarmonique. 
sur  la  cubique  principale,  des  centres  des  quadriques  V  correspondantes. 

i'.e  théorème  donne  de  nombreuses  conséquences;  la  suivante  com- 
plète un  résultat  de  >IM.  Laguerre  et  Darboux  : 

Soient  d,.  d.-.,  d^,  d,^,  f/-,  les  centres  des  sphères  bitangentes  à  la  cyclide 
et  dont  un  des  points  de  contact  est  un  point  donné  a  de  cette  surface;  les 
cinq  points  d  sont  respectivement  sur  les  cinq  quadriques  déférentes.  Si 
a  décrit  une  ligne  de  courbure,  ces  cinq  points  et  l'un  des  centres  de 
courbure  principaux  de  la  cyclide  en  a  déterminent,  sur  la  normale  en  a, 
une  division  homographique  à  une  division  fixe. 

.>2.  La  note  38  traite  un  problème  intéressant  posé  par  M.  Darboux. 
L'éminent  Géomètre  a  montré  (jn'on  peut  déterminer  les  lignes  de 
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courbure  d'uue  cyclidc  quand  on  prend  pour  absolu  (Cayley)  une 
(jucIcon(|uc  des  quadrifjues  V  inscrites;  je  fais  voir  que  ces  lignes, 
([uelle  (|ue  soit  la  (iua(lii(iue  V  choisie,  coïncident  avec  les  lignes  de 
coKibure  ordinaires. 

De  ce  résultat,  transformé  par  corrélation,  se  déduit  une  détermi- 
nation simple  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  remarquable 
étudiée  par  MM.  Laguerrc  et  Darboux  : 

Im  surface  de  qualrièinc  classe  et  du  douzième  ordre,  doublement 
inscrite  dans  un  cône  du  second  degré  et  ayant  le  cercle  isotrope  comme 
ligne  double,  admet  une  série  simplement  infinie  de  (juadriques  inscrites: 
chacune  de  ces  quadriques.  en  dehors  de  sa  courbe  de  contact,  qui  est  du 
quatrième  ordre,  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  du  seizième  ordre  : 
ces  courbes  du  seizième  ordre  sont  les  li^iirs  de  courbure  de  la  surface. 


II.  —  Surfaces  du  second  ordre. 

53.  Le  Mémoire  39  étend  aux  quadriques  les  notions  de  points 
conjugués  et  de  groupes  de  sphères.  Soit  cr  une  conique  quelconque  du 
plan  de  l'intini  passant  par  les  quatre  points  communs  à  la  quadrique 
et  au  cercle  isotrope;  une  sphère  appartient  au  groupe  a  si  un  des 
(|uatre  cônes  qui  passent  par  son  intersection  avec  la  quadrique  con- 
tient la  conique  cr.  Deux  points  de  la  quadrique  sont  conjugués  dans  le 
système '3  ?.\  la  droite  qui  les  joint  rencontre  cette  conique;  enfin,  un 
cercle  bitangent  à  la  (|uadrique  fait  partie  du  groupe  i  si  ses  deux 
points  de  contact  sont  conjugués  dans  le  système  7. 

Toute  sphère  passant  par  un  cercle  bitangent  du  groupe  a  appartient 
au  groupe  i  de  sphères. 

Le  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  nul  appartenant  à  un  même 
groupe  est  une  quadrique  homofocale  à  la  proposée. 

Les  biquadratiques  communes  à  une  quadrique  et  aux  sphères  d'un 
même  groupe  ont  une  de  leurs  lignes  focales  sur  la  quadrique,  heu  des 
centres  des  sphères  de  rayon  nul  du  groupe. 

Les  deux  focales  a,  et  a..,  d'une  conique  a,  tracée  sur  une  quadrique  E, 
sont  respectivement  sur  deux  quadriques  E,  et  E,,  homofocales  à  E;  les 
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cônes  circoriscrils  ait.v  (ji/ai/riqucs  E,  E,,  Eo  suna/it  les  coniques  a,  a,,  y.., 
sont  concentriques  et  liomofocaux. 

Les  sphères  d'une  même  série,  bitangentes  à  une  quadnque  Q,  inscrite 
à  E,  appartiennent  à  un  même  groupe  par  rapport  à  E;  de  même  pour  les 
sphères  inscrites  à  une  quadrique  de  révolution  hitangente  à  E. 

On  peut  toujours,  bien  que  cela  semble  impossible  a  pi'ioi'i,  construire 
une  quadrique  inscrite  à  une  quadrique  donnée  E,  el  bitangenle  à  trois 
sphères  appartenant  à  un  même  groupe  par  rapport  à  E. 

Les  sphères  d' une  même  série,  doublement  tangentes  à  une  conique  située 
sur  une  quadrique  et  simplement  tangentes  ci  cette  surface,  la  touchent 
suivant  une  ligne  de  courbure,  qui  passe  par  les  extrémités  du  diamètre 
conjugué  du  plan  de  ta  conique. 

Parmi  les  sphères  qui  touchent  les  deux  génératrices  rectilignes  passant 
par  un  point  m  d' une  quadrique,  on  considère  celles  qui  sont  en  outre 
tangentes  à  la  surface  :  le  lieu  de  leurs  points  de  contact  se  compose  des 
deux  lig/ics  de  courbure  de  la  quadrique  qui  .ie  croisent  en  m. 

On  a  ainsi  une  généi-ation  géométrique  très  simple  des  lignes  de 
courbure;  si,  de  plus,  on  désigne  par  a  el  b  les  points  où  la  sphère 
touche  les  deux  génératrices,  parc  celui  où  elle  touche  la  quadricjue, 
la  ligne  de  courbure  engendrée  par  c  est  normale  en  ce  point  au  cercle 
(|ui  passe  par  les  points  a,  b,  c. 

Citons  enfin  une  proposition  analogue  à  un  théorème  rappelé  plus 
haut  à  propos  des  cyclides  : 

Les  lignes  de  courbure  d'une  quadrique  restent  les  mêmes  quand  on 
prend  pour  absolu  une  conique  quelconque,  passant  par  les  quatre  points 
communs  à  la  surface  et  au  cercle  isotrope,  ou  une  conique  quelconque 
pa-isanl  par  quatre  ondiilics  situés  dans  un  même  plan  principal. 

On  peut  donner,  pour  une  conique,  une  théorie  des  groupes  de 
cercles  analogue  à  la  théorie  des  groupes  de  sphères  (39). 

54.  Le  Mémoire  4 1  est  consacré  à  une  question  d'un  ordre  dilTérent. 

Il  semble  (^//Wo/v  qu'il  y  ait  une  infinité  simple  de  quadriques  indé- 
composables touchant  respectivement  en  quatre  points  deux  qua- 
dri(|ues  données;  en  l'éalité,  je  montre  qu'il  n'en  est  rien  :  si  les  deux 
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quadriqucs  priinitivos  no  satisfont  pas  à  une  condition  initiale,  il 
n'existe  aucune  surlaco  du  second  ordre  quadritan^^cnle  à  l'une  et  à 
l'autre;  si  la  condition  est  vérifiée,  il  existe  une  infinité  double  de 
telles  surfaces. 

La  condition  initiale  peut  leeevoii-  différentes  formes. 

Par  exemple,  si  A  =  o  et  B  =  o  sont  les  équations  des  deux  qua- 
driques  primitives,  il  faut  que  le  produit  AH  soit  décomposahle  eu 
une  somme  de  quatre  carrés,  ou  que  les  génératrices  d'un  système 
de  A  et  celles  d'un  système  de  B  appartiennent  à  un  même  complexe 
linéaire. 

Si  l'on  désigne,  suivant  les  notations  classiques,  par  A,  0,  A',  0'  les 
invariants  du  système  des  deux  quadriqucs,  la  condition  initiale  s'ex- 
prime analytiquement  par  A0''  =  A'0^  Quand  elle  est  vérifiée,  les 
surfaces  du  second  ordre  quadritangentes  à  A  et  B  ont  une  équation 
de  la  forme  AaC  -H  aE  -+-  uF  -  D  =  o,  a  et  a  étant  des  paramètres 
arbitraires. 

55.  C'est  la  théorie  des  quadriqucs  inscrites  à  une  surface  de 
Kummer  qui  m'a  amené  à  poser  le  problème  précédent:  le  lien  entre 
les  deux  questions  est  exprimé  par  cette  proposition  : 

Les  surfaces  du  second  ordre,  quadritangentes  à  deux  quadriqucs 
données  et  passant  par  un  point  donné,  ont  pour  enveloppe  une  surface  de 
Kummer. 

Réciproquement,  toute  surface  de  Kummer  est  susceptible  de  ce 
mode  de  génération. 


III.  —  Surfaces  du  troisième  ordre. 

56.  En  étudiant  (43)  un  complexe  remarquable  de  coniques,  j'ai 
été  conduit  ii  quelques  propriétés  simples  de  la  surface  du  troisième 
ordre. 

Considérons  cinq  points  de  l'espace  œ,,  co, w^  et  les  cubiques 

gauches  en  nombre  doublement  infini  qui  passent  par  ces  points;  le 

lieu  des  points  de  contact  d'un  plan  quelconque  avec  les  cubiques  de 

II.  X  7 
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co  système  est  une  conique.  On  définit  ainsi  un  système  trois  fois 
infini,  c'est-à-dire  un  complexe  de  coniques,  dont  il  y  a  une  et  une 
seule  dans  chaque  plan  de  l'espace,  et  je  montre  que,  par  un  choix 
conveiuihlc  du  tétraèdre  de  référence,  l'équation  générale  de  ces 
coniques  est 

/.|.r-T-/2j  +/-3J  -f-}.i<   =o, 
À,  .^'-  -)-  ?., y- -h  't.iZ-  +  1;  l-  —  o, 

les  }.  étant  des  paramètres  arbitraires. 

Les  deux  nouie/lrs  coniques  doubles  de  lu  surface  dèveloppahle  circon- 
scrite à  deux  coniques  quelconques  du  complexe  appartiennent  également 
au  complexe. 

Les  coniques  du  complexe  dont  les  plans  passent  par  un  même  point  P 
rencontrent  chacune  en  six  points  une  courbe  d'ordre  sept,  C-,  qui  passe 
par  P  ;  cette  courbe  est  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
de  P  aux  cubiques  gauches  qui  contiennent  les  cinq  points  w. 

Inversement,  la  courbe  C,  jouit  de  la  propriété  d'être  coupée,  par 
tout  plan  contenant  P,  en  six  nouveaux  points  situés  sur  une  conique. 

Je  fais  connaître  de  nombreuses  propriétés  de  cette  courbe,  de  sa 
projection  sur  un  plan  à  partir  d'un  de  ses  points;  par  exemple,  C, 
est  anallagmatique  par  rapport  à  chacun  des  cinq  points  co,  quand  on 
prend  pour  absolu  une  quelconque  des  coniques  dont  les  plans  passent 
par  P  et  qui  rencontrent  la  courbe  en  six  points. 

.)7.  La  théorie  des  surfaces  cubiques  se  rattache  à  la  précédente  par 
deux  propositions  qui  donnent  deux  générations  simples  de  ces  sur- 
faces. 

Le  lieu  des  coniques  du  complexe  dont  les  plans  passent  par  une  droite 
donnée  o,  est  une  surface  du  troisième  ordre  qui  contient  la  droite. 

De  plus,  cette  surface  renferme  les  cinq  points  w,  el  le  plan  tangent 
en  chacun  de  ces  points  passe  par  la  droite  o. 

.1  toutes  les  cubiques  gauches  passant  par  les  cinq  points  co,  on  mène, 
d'une  droite  donnée,  o,  des  plans  tangents  :  le  lieu  des  points  de  contact 
est  la  surface  du  troisième  ordre  précédente . 
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On  en  déduit  ces  conséquences  : 

.1  deux  coniques  quelconques  tracées  sur  une  surface  cubique,  et  dont 
les  plans  passent  par  une  même  droite  t  de  cette  surface,  on  circonscrit 
une  développable  :  les  deux  nouvelles  coniques  doubles  de  ces  dèveloppables 
sont  en  nombre  doublement  infini  et  forment  deux  congruences  distinctes  : 
les  coniques  de  chaque  congruence  sont  respecti^'enient  dans  des  plans 
passant  par  un  point  fixe,  et  rencontrent,  chacune  en  six  points,  une 
courbe  du  septième  ordre  tracée  sur  la  surface  cubique. 

Les  deux  courbes  du  septième  ordre  ainsi  définies  sont  susceptihies 
d'une  autre  génération  simple  :  il  y  a,  sur  la  surface  cubique,  deux 
coniques  tangentes  à  la  droite  o;  si  l'on  fait  rouler  un  plan  sur  une  de 
ces  coniques  et  sur  la  surface,  le  lieu  du  point  de  contact  avec  celle-ci 
sera  une  des  deux  courbes  d'ordre  sept. 

IV.  —  Surface  desmique  du  quatrième  ordre. 

58.  On  dit  que  trois  tétraèdres  constituent  un  système  desmique 
lorsque  les  trois  surfaces  du  quatrième  ordre,  formées  respectivement 
par  leurs  faces,  appartiennent  à  un  même  faisceau  ponctuel  ;  on  appelle 
surface  desmique  toute  surface  de  ce  faisceau.  Dans  le  Mémoire  44, 
j'exprime  les  coordonnées  d'un  point  d'une  telle  surface  à  l'aide  des 
fonctions  elliptiques,  et  j'en  déduis  toute  une  théorie  géométrique. 

L'expression  elliptique  des  coordonnées  est 

ÇiX^z  ,  0  y  ^=  — — )  P-:=  '  pl^ — -> 

a-,  ('  a,i'  n^v  ce 

p  désigne  le  facteur  de  proportionnalité,  et  les  fonctions  cr,  à%u  et  de  v, 
correspondent  aux  mêmes  racines  <?„,. 

On  peut  tracer  sur  la  surface  trois  séries  de  biquadratiques  gauches, 
ayant  pour  équations  respectives  v  =  a,  //  —  i-  =  a,  ;/  +  c  =  x  ;  a  dé- 
signant une  constante  arbitraire;  toute  tangente  d'une  de  ces  biqua- 
dratiques touche  la  surface  desmique  en  un  nouveau  point,  de  sorte 
que  la  développable,  qui  a  pour  arête  de  rebroussement  une  des 
courbes  précédentes,  est  circonscrite  à  la  surface  le  long  d'une  courbe. 


Ue  là  ti'ois  nouvelles  séries  de  courbes,  respectivement  conjuguées 
des  préeédenles  :  «  =  a,  Se  +  »  =  —  a,  Se  —  m  =  a.  On  en  déduit 
l'équation  des  lignes  asyniploti([ues  u  ±  cy  —  3  =  const. 

I.es  cordes  des  l)ii|uadraliques  des  trois  séries  appartiennent  à  un 
même  complexe  du  troisième  ordre;  les  arguments  elliptiques  des 
quatre  points  communs  à  la  surface  desmique  et  à  une  droite  du  com- 
plexe peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

i',z=a;  i',— ,3;  ''3=13;  »■;=«, 

a,  p,  ij.  désignant  des  constantes  arbitraires,  et  ces  formules  donnent 
de  nombreuses  consé(|uences  géométriques. 

09.  A|)pelons  courbe  linéaire  toute  courbe  tracée  sur  la  surface  des- 
nii(|ue,  et  dont  la  tangente  en  un  point  forme,  avec  les  tangentes  aux 
trois  biquadraliques  qui  passent  par  ce  point,  un  faisceau  de  rapport 
anbarmoniqiie  donné;  l'équation  générale  de  pareilles  courbes  est 
linéaie  en  ;/  et  c. 

On  peut,  il  l'aide  des  courbes  linéaires,  constituer  sur  la  sui'face  une 
Gèumctrie  identique  à  la  Géométrie  eurlnUenne  du  plan,  en  ce  qui  con- 
cerne du  moins  les  propriétés  angulaires. 

L'angle  desmique  de  deux  directions  en  un  point  de  la  surface  se 
définit  exactement  comme  sur  la  splière,  à  l'aide  du  rapport  anharmo- 
ni(jue  de  ces  directions  et  des  deux  dii'eclions  asymptotiques  au  point 
considéré;  on  établit  ces  propositions  : 

La  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  desmique.  c'est-à-dire  formé 
par  trois  courbes  linéaires,  est  égale  ci  r.  ;  deux  directions  conjuguées  sur  la 
surface  font  entre  elles  un  angle  desmique  droit  ;  les  courbes  linéaires  me- 
nées par  les  trois  sommets  d'un  triangle  desmique  et  respectivement  con- 
juguées des  côtés  opposés  sont  concourantes;  le  lieu  du  sommet  mobile  d'un 
triangle  desmique  dont  la  base  est  fixe  et  dont  les  deu.v  angles  desmiques 
à  la  base  sont  égaux,  est  une  courbe  linéaire,  conjuguée  de  la  base,...  etc. 

Dans  cette  Géométrie,  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface,  qui 
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sont   Jes  courbes  linéaires,  correspondent  ;nix  droites  isotropes  du 
pian;  voici  une  de  leurs  propriétés  : 

Par  deux [mints  fixes,  silucs  sur  une  même  asymplniique,  on  mène  deux 
courbes  linéaires  conjuguées  entre  elles  :  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre 
est  une  ligne  asvmplolujucde  l'autre  série. 

GO.  Apri's  les  courbes  linéaires,  j'ai  étudié  les  sections  planes  de 
la  surface  desniique  (i'i  ('l  45).  Ce  sont  évidemment  des  courbes 
(lesmiques,  c'est-à-diie  (|ue  cbacune  d'elles  appartient  à  un  faisceau  de 
quartiques  qui  contient  trois  systèmes  de  quatre  droites;  mais  il  est 
remarquable  qu'une  coiirlx?  desmique  est  desniique  d'une  infinité  de 
manières,  comme  cela  résulte  de  ce  mode  de  génération  : 

Etant  donnée  une  courbe  de  troisième  classe,  C,  on  lui  mène,  par  un 
point  m  de  son  plan,  trois  tangentes,  dont  chacune  rencontre  C  en  quatre 
points.  Les  tangentes  en  ces  12  nouveaux  points  forment  un  système  des- 
mique et  se  coupent,  par  suite,  3  à  3,  en  ï6 points  [jl  :  lorsque  m  décrit  une 
droite,  les  16  points  ix  correspondants  décrivent  une  courbe  desmique  du 
quatrième  ordre. 

^lentionnons  encore  d'autres  résultats  : 

Toute  courbe  desmique  a  1 8  bitangentes  remarquables,  qui  peuvent  être 
groupées  en  6  triangles  Jouissant  de  la  propriété  suivante  :  les  trois  bitan- 
gentes de  chaque  triangle  sont  les  diagonales  d'un  quadrilatère  complet, 
dont  les  6  sommets  sont  leurs  points  de  contact  avec  la  courbe. 

Les  18  côtés  des  G  triangles  touchent  une  courbe  de  troisième  classe. 

Il  existe  18.3  coniques  dont  chacune  touche  un  côté  de  chacun  des 
G  triangles. 

L'équation  d'une  courbe  desmique  peut,  d'après  cela,  être  ramenée 
de  six  manières  au  type 

61.  Les  courbes  desmiques  h  point  double,  sections  de  la  surface 
desmique  par  ses  plans  tangents,  ont  une  équation  réductible  à  la 
forme 

(X'  -H  Y^)  (rtX  -t-  Ij\  -h  cZ)  +  XYZ^'  :=o; 
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on  en  conclut,  entre  autres  propriétés,  que  : 

Les  tafioentes  asymptotiques,  en  un  point  a  de  la  surface  desmique, 
percent  chacune  la  surface  en  un  autre  point  :  la  droite  qui  joint  les 
points  ainsi  obtenus  touche  la  surface  en  un  nouveau  point,  que  j'appelle 
tangentiel  de  a. 

Si  u,  V  sont  les  paramètres  de  a,  ceux  du  tangentiel  sont  —  '6v,  u\ 
si  un  point  décrit  une  asymptotique,  son  tangentiel  décrit  une  asynipto- 
tique  de  la  même  série. 

G2.  La  réciproque  de  la  surface  des  centres  de  courbure  d'une  qua- 
drique  à  centre  est  une  surface  desmique;  on  obtient  par  là  ( 'i(>) 
des  propositions  sur  les  normales  ci  une  quadriquc.  On  sait  que,  par  un 
point  M  de  l'espace,  on  peut  mener,  à  la  surface  des  centres  de  cour- 
bure d'une  quadriquc,  28  taugeules  doubles;' parmi  elles  tigurent 
G  normales  N  à  la  quadriquc,  G  droites  P,  situées  sur  des  paraboloidcs 
normaux  à  la  quadriquc  le  long  de  six  génératrices  d'un  même  système. 
G  droites  analogues  P.  pour  les  génératrices  de  l'autre  système.  (]es 
i<S  droites  correspondent  aux  (8  bitangentes  de  la  courbe  desmiqu*' 
considérées  plus  baut,  et  possèdent  des  propriétés  récipro(jues.  i'ar 
exemple,  elles  sont  sur  un  cône  du  troisième  ordre,  et  ce  cône  passe 
par  12  points  fixes,  quel  que  soit  le  point  RI  dans  l'espace.  Les  points 
fixes  sont  ceux  où  les  noimales  aux  ombilics  de  la  quadriquc  coupent 
les  plans  principaux  et  le  plan  de  l'iutini. 

On  sait  que  les  6  droites  N  sont  sur  un  cône  du  second  ordre;  de 
même  les  G  droites  P,  et  les  G  droites  1*2;  ces  trois  cônes  ont  quatre 
droites  communes  ;  et  il  existe  180  autres  cônes  du  second  ordre  conte- 
nant G  des  droites  N,  P, ,  P^. 

Les  droites  N,  P,,  P^  forment  un  complexe  du  troisième  ordre:  je 
trouve  que  c'est  le  complexe  des  normales  aux  quadriques 

x^  v'-  z- 

(0 


(  a-  +  ^  )  (  0-  +  c  )         (  cr  +  c)  (  C7  -h  rt  )        (  cr  -H  (/  )  (  cr  -H  ^  )  ' 

OÙ  Test  un  paramètre  variable.  C'est  aussi  le  complexe  que  forment  les 
génératrices  rcctilignes  de  ces  surfaces  et  des  surfaces  bomofocales. 
Les  normales  aux  ombilics  sont  les  mêmes  pour  toutes  les  qua- 
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(li'iques  (i);  il  en  résulte,  d'après  un  beau  théorème  de  J\I.  Maurice 
Lévv,  ({uc  ces  surfaces  font  partie  d'un  sysl<''/>i('  triple  ort/in^onal.  C'est 
la  lamiile  la  plus  générale  de  quadriques  à  centre  pour  laquelle  les 
ombilics  décrivent  des  droites  normales  à  toutes  lesquadriques.  L'inté- 
gration d'une  équation  difîérentielledu  premier  ordre,  par  une  méthode 
due  à  M.  Darboux,  m'a  donné  explicitement  les  deux  autres  familles  du 
système  triple,  qui  peuvent  être  algébriques  dans  un  cas  très  étendu. 
M.  Darboux  a  bien  voulu  mentionner  ce  système  dans  son  Ouvrage 
sur  les  Systèmes  triples  orthogonaux. 


V.  —  Surfaces  diverses. 

63.  M.  Picard  a  introduit  dans  la  Science  la  notion  d'intégrale  de 
difTérentielle  totale  de  première  espèce  sur  une  surface  algébrique, 
généralisant  ainsi,  à  un  nouveau  point  de  vue,  la  théorie  si  féconde 
d'Ahel  et  de  Rieniann  pour  les  courbes  algébriques.  Les  surfaces  qui 
ne  possèdent  pas  d'intégrales  de  cette  nature  sont  comparables,  sous 
plusieurs  rapports,  aux  courbes  unicursales  :  sur  l'une  d'elles,  en  effet, 
les  courbes  d'un  ordre  donné  peuvent  être  individuellement  découpées 
par  des  surfaces  formant  un  système  linéaire;  de  même  que,  sur 
une  courbe  uuicursale,  \i^i  points  sont  individuellement  découpés  par 
des  courbes  formant  un  laisceau.  L'énoncé  plus  précis  de  ce  théorème, 
établi  dans  le  Mémoire  51,  est  le  suivant  : 

Sur  une  surface  n'ayant  pas  d' intégrales  de  différentielles  totales  de 
première  espèce,  les  courbes  algébriques  d'un  même  ordre  se  répartissent 
en  une  ou  plusieurs  séries  linéaires. 

Parmi  les  corollaires,  citons  celui-ci  ; 

Si  l'on  peut  tracer,  sur  une  sur/ace  S,  une  série  simplement  infinie  de 
courbes  unicursales,  se  coupant  deux  à  deux  en  un  point  mobile  au  moins, 
et  n'ayant  pas  de  point  singulier  mobile  en  dehors  des  lignes  multiples 
de  S,  la  surface  est  reprèscntable  point  par  point  sur  le  plan. 

Ainsi  : 

Les  surfaces  engendrées  par  des  cubiques  gauc/ies,  se  coupant  deu.r  à 
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deux  en  un  point  mobile  au  moins,  sont  reprèsentahles  point  par  point  sur 
le  f/lan. 

Je  détermine,  dans  ce  cas  particulier,  toutes  les  surfaces  consi- 
dérées. 

61.  Le  Mémoire  49  donne,  au  sujet  des  courbes  planes,  un  théorème 
qui  entraine  d'intéressantes  conséquences  dans  la  théorie  des  surfaces; 
voici  l'énoncé  de  celte  proposition,  établie  en  même  temps  par  M.  Cas- 
telnuovo,  sous  une  forme  un  peu  moins  complète. 

On  dit  qu'une  involution,  formée  de  groupes  de  n  points  sur 
une  courbe  algébrique,  est  d'ordre  n;  elle  est  cVespéce  k  si  chaque 
groupe  est  déterminé  par  X- de  ses  points  choisis  arbitrairement;  elle 
e.sl  rationnelle  si  ses  groupes  sont  ceux  que  découpent,  sur  la  proposée, 
les  courbes  d'un  système  linéaire.  Cela  posé  : 

Les  ini'olutions  non  rationnelles,  en  dehors  naturellement  de  celles  dont 
l'espèce  égale  F  ordre,  sont  toutes  d'espèce  un,  et  il  n'en  existe  pas  sur 
une  courbe  prise  au  /tasard. 

Si  une  courbe  C,  de  genre  p,  admet  une  involution  non  rationnelle 
d'espèce  un,  elle  est  liée  à  une  courbe  Z ,  de  genre  ro  (  tô  <C.p)-  de  telle  sorte 
qu'à  un  point  de  C  corresponde  un  point  de  £,  et  (pi' à  un  point  de  £  cor- 
respondent n  points  de  C  :  les  groupes  de  n  points  ainsi  définis  sur  C 
forment  l' involution. 

Si  d  est  le  nombre  des  points  doubles  de  l' involution.  on  a 

3  {/)  —  I  )  =  2  «  (  K)   —  I  )  +  rf. 

Je  montre  aussi  qu'il  ne  peut  exister,  sur  une  courbe  algébrique, 
une  série  continue  d'involutions  irrationnelles  de  même  ordre. 

6.J.  Comme  conséquence,  j'établis  (  ÔO)  que  : 

Si  l'on  peut  tracer  sur  une  surface  algébrique  une  série  simplement 
infinie  de  courbes  unicursales,  de  même  ordre,  se  coupant  deux  à  deux  en 
un  point  mobde,  la  surface  est  représentable  point  par  point  sur  le  plan, 
même  si  les  unicursales  ont  des  points  singuliers  mobiles  en  dehors  des 
lignes  multiples  de  li  surface. 


En  particulier  : 

Toute  surface  sur  laquelle  on  peut  tracer  une  série  de  coniques,  de  telle 
sorte  qu'il  passe  par  chaque  point  plus  d'une  conique  de  la  série,  est  une 
surface  du  quatrième  ordre  de  Steincr  ou  une  dégénérescence  de  celle-ci. 

VI.  —  Surfaces  unicursales. 

(36.  Autant  la  tliéorie  des  surfaces  représentahles  point  par  point 
sur  le  plan  est  riche  en  propositions  particulières  et  en  exemples 
curieux,  autant  elle  semble  pauvre  en  résultats  généraux.  Il  n'était 
donc  pas  sans  intérêt  d'arriver,  dans  ce  domaine,  à  des  lliéorènics  d'une 
application  étendue.  Mon  but,  dans  le  Travail  55,  a  été  de  rechercher, 
d'une  manière  générale,  quelles  sont  les  images  sur  le  plan  des 
courbes  communes  à  une  surface  unicursale  et  à  ses  adjointes  d'un 
ordre  donné  :  les  résultats  antérieurement  obtenus  sur  cette  question 
étaient  incomplets  et  souvent  même  inexacts.  Les  deux  propositions 
suivantes  résument  mes  recherches  : 

I.  Soit  une  surface  S,  d'ordre  n,  représentable  point  par  point  sur  le 
plan,  de  telle  sorte  que  ses  sections  planes  aient  pour  images  des  courbes 
d'ordre  h,  ayant  en  des  points  (a,),  («a),  ...  des  singularités  u,,  a,,  — 
Les  images  des  courbes  mobiles,  communes  à  la  sur/ace  et  ci  ses  adjointes 
d'ordre  n  -\-  q  —  [\,  sont  des  courbes  d' ordre  hq  —  3,  ayant  aux  points 
{a^),  (a.,),  ...  les  singularités  adjointes  des  singularités  (q(j,),  (q'^-^),  — 

II.  Réciproquement,  toute  courbe  du  plan,  d'ordre  hq  —  3,  ayant  en 
(a,  ),  (a.,),  . ..  les  singularités  adjointes  des  singularités  (^t,  ),  (qn.,  ),  ... 
est  l'image  de  l'intersection  de  la  sur/ace  S  avec  une  surface  adjointe 
d'ordre  n  -f-  y  —  4  (  '  )• 

67.  D'autres  résultats  du  Mémoire  55  concernent  les  points  niul- 

(1)  Si  une  courbe  possède  en  un  point  une  singularité  t,  la  singularité  adjointe  à  s  est 
celle  que  possèdent,  au  même  point,  les  courbes  adjointes  à  la  |)roposée. 

Si  des  courbes  fi  =  o,f,  =  o,  ...  possèdent  en  un  point  la  singularité  t,  la  singula- 
rité {q<!)  est  celle  que  possèdent,  au  même  point,  les  courbes 

o  =  F(/i,./;,  ...), 

F  étant  un  pohiiome  arbitraire,  homogène  et  d'ordre  q,  par  ra|)iiort  à  /i,  f-,,  . .  ■■ 
H.     ■  S 
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tiplos  isolés  de  la  surface,  par  lesquels  doivent  passer  les  surfaces  ad- 
jointes; c'est-à-dire,  en  particulier,  tous  les  poinis  multiples  d'ordre 
supérieur  à  deux,  situés  en  dehors  des  lignes  multiples  :  de  pareils 
points  ont  toujours,  pour  image  plane,  une  courbe.  De  plus  : 

Si  une  surf  ace  d' ordre  n,  représenlable  point  par  point  sur  le  plan,  pos- 
sède t  de  ces  points  multiples  isolés,  elle  admet  au  moins  t  surfaces  d'ordre 
n  —  4,  adjointes  le  long  de  ses  lignes  multiples,  et  linéairement  distinctes. 

VII.  —  Surface  du  sixième  ordre  liée  aux  fonctions  abéliennes. 

(kS.  Une  surface  peut  correspondre  point  par  couple,  à  une  courbe 
algébrique  C;  c'est-à-dire  qu'à  un  couple  de  points  de  C  correspond 
un  point  de  la  surface,  et  inversement  qu'à  un  point  de  la  surface 
répond  un  seul  couple  sur  C.  Si  C  est  de  genre  p,  la  surface  est 
de  genre  T,p(p  —  i). 

Lorsque/?  =  3,  on  peut  supposer  que  C  est  la  courbe  plane  générale 
d'ordre  quatre  ;  alors,  pour  une  des  surfaces  (jue  l'on  vient  de  définir, 
les  coordonnées  non  homogènes  d'un  point  sont  des  fonctions  abé- 
liennes à  six  périodes,  de  trois  paramètres  u,  r,  w,  liés  par  la  relation 
r(M,  V,  iv)  =  o,  où  ~  désigne  une  des  G\  fonctions  abéliennes  nor- 
males du  premier  ordre. 

69.  Voici  comment  on  peut  définir  une  pareille  surface,  du  degré 
minimum  six  (56,  57,  58)  : 

Soient  r,  et  r^  deux  quelconques  des  G4  fonctions  d'ordre  un;  les 
(J2  autres  &  se  groupent  deux  à  deux  de  manière  que  le  produit  de  deux 
fonctions  d'un  groupe  ait  même  caractéristique  que  Hr,S-2.  On  obtient 
ainsi,  au  total,  32  produits  ~,&y,  dont  iG  sont  des  fonctions  paires,  et  les 
iG  autres  impaires;  les  iG  produits  pairs  s'expriment  —  de  même  que 
les  iG  impairs  —  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  4  d'entre  eux. 

Désignons  alors  par  0,,  ...,04  celles  des  quatre  fonctions  ainsi  dé- 
finies qui  n'ont  pas  la  même  parité  que  ~,~o;  soit  S  la  surface  pour 
laquelle  les  coordonnées  .r, ,  . . .,  a:,  d'un  point  sont  proportionnelles  à 
6,,  . . .,  04,  les  paramètres  u,  ç,  w  étant  liés  par  2:,  (u,  c,  w)  =  o.  J'éta- 
blis que  S  est  d'ordre  six  ;  si  on  la  rattache  à  la  courbe  C  du  quatrième 
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ordre,  à  un  couple  de  points  sur  C  correspond  un  seul  point  de  S,  mais 
à  un  point  de  S  répondent,  sur  C,  deiu-  couples,  situés  sur  une  même 
droite.  La  surface  S  est  néanmoins  de  genre  trois. 

70.  i\ux  demi-périodes  et  aux  G3  fonctions  r,  autres  que  r,,  cor- 
respondent, sur  S,  des  points  et  courbes  remarquables. 

12  demi-périodes  annulent-,  et  les  i  0;  il  leur  correspond  12  droites, 
concourant  en  un  point  0,  qui  est  triple  sur  la  surface,  et  répond  aux 
arguments  annulant  &,  etS?,-  Aux  iG  autres  demi-périodes  annulant  r,, 
correspondent,  sur  S,  iG  points  doubles,  formant  une  configuration  de 
kummer;  aux  Sa  fonctions  Sr,  et  Cy,  telles  que  le  produit  ~,r^  ait  la 
caractéristique,  mais  non  la  parité,  de  r,  ^.,,  correspondent  32  cubiques 
planes,  placées  deux  par  deux  dans  les  16  plans  de  la  configuration  de 
Kummer  précédente,  et  passant  par  les  six  points  doubles  situés  dans 
leur  plan.  Enfin  aux  3o  dernières  fonctions  r  correspondent  3o  biqua- 
dratiques  gauches,  passant  chacune  par  huit  points  doubles  et  par  le 
point  0. 

71.  11  est  intéressant  d'observer  que  la  surface  S  se  déduit  géomé- 
triquement, d'une  manière  très  simple,  de  la  surface  de  Kummer. 

Considérons  le  point  0  et  la  surface  de  Kummer  qui  admet  pour 
points  doubles  les  16  points  doubles  de  S.  Toute  sécante  issue  de  0 
coupe  la  surface  en  4  points,  qui  se  répartissent,  de  trois  manières 
différentes,  en  deux  couples,  et  les  deux  couples  de  chaque  groupe- 
ment déterminent  sur  la  sécante  une  involution  du  second  ordre,  dans 
laquelle  le  point  0  a  un  conjugué,  m  :  le  lieu  des  points  m,  quand  la 
sécante  varie,  est  la  sur/ace  S. 

Cette  construction  montre  que  S  admet  pour  ligne  double  une 
cubique  plane,  intersection  de  la  première  polaire  et  du  plan  polaire 
du  point  0  par  rapport  à  la  surface  de  Kummer,  et  aussi  que  S  contient 
les  12  bitangentes  menées  de  0  à  cette  surface:  ce  sont  les  12  droites 
trouvées  plus  haut. 

72.  On  arrive  ainsi  à  une  représentation  géométrique  intéressante 
des  G4  fonctions  abéliennes  normales  du  premier  ordre;  la  figure 
obtenue  conduit  également  à  des  propriétés  nouvelles  des  courbes  du 
quatrième  ordre,  ou  de  quatrième  classe  (59  et  56). 
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Soit,  en  effet,  2  le  cùne  de  quatrième  classe  circonscrit  à  la  surface 
(le  Kumnier,  K,  à  partir  du  point  0;  ses  28  génératrices  doubles  sont 
les  12  bitangentes  menées  de  0  àK  et  les  16  droites  qui  joignent  0  aux 
points  doubles  de  K.  Ces  28  droites,  comme  on  sait,  sont  situées  12 
par  12  sur  G'i  cônes  du  troisième  ordre,  qui  sont  les  cayleyens  des 
G3  systèmes  de  cônes  du  second  ordre  inscrits  à  S;  or,  ces  G3  cônes,  de 
sommet  0,  sont  en  évidence  dans  la  figure  :  3i  d'entre  eux  ont  pour 
base  les  32  cubiques  planes  trouvées  sur  S;  3o  autres  ont  pour  direc- 
trices les  3o  biquadratiques;  le  dernier,  enfin,  a  pour  base  la  cubique 
double  de  S.  De  là  résultent  des  propriétés  des  courbes  de  quatrième 
classe,  dont  voici  quelques  exemples  : 

Les  28  points  doubles  d'une  courbe  plane,  £,  de  quatrième  classe 
sont,  12  par  12,  sur  G3  cubiques  :  ces  cubiques  peuient  se  repartir  de 
33G  manières  en  groupes  de  trois,  de  telle  sorte  que  les  trois  cubiques  d'un 
groupe  n'aient  aucun  point  double  de  Z  en  commun,  et  se  coupent  en  trois 
points  situés  sur  une  droite. 

Les  28  points  doubles  de  £  sont,  (i  par  G,  sur  1008  coniques  :  ces 
coniques  se  répartissent  en  33G  groupes  de  trois,  de  telle  sorte  que  les  trois 
coniques  d'un  groupe  n'aient  en  commun  aucun  point  double  de  z,  et  se 
coupent  en  quatre  mêmes  points. 


QUATRIÈME   SECTION. 

FONCTIONS  ABÉLIENNES  ET  SURFACES  HVPERELLIPTIQLES. 


I.  —  Surfaces  hyperelliptiques. 

73.  L'Académie  des  Sciences  avait  proposé,  comme  sujet  |)oui-  le 
Prix  Bordin  en  1892,  la  question  suivante  : 

Applications  de  la  théorie  générale  des  /onctions  abéliennes  à  la  (iiu- 
rnétrie. 
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Le  Mémoire  (60)  que  j'ai  envoyé  au  concours  à  obtenu  le  prix;  on 
me  permettra  de  citer  in  extenso  le  Rapport  de  M.  Poincaré  sur  ce 
travail  : 

Si  l'on  exprime  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  algrébriquc  de 
genre  i  par  des  fonctions  elliptiques,  l'introduclion  de  ces  transcendantes 
met  en  évidence  bien  des  propriétés  de  ces  courbes  qui  auraient  pu  échapper 
au  chercheur  s'il  n'avait  possédé  que  les  seules  ressources  de  l'Algèbre.  C'est 
là  une  source  importante  d'applications  des  fondions  doublement  pério- 
diques à  la  Géométrie.  Il  peut  paraître  naturel  de  généraliser  cette  méthode 
et  d'étudier,  par  des  procédés  analogues,  certaines  catégories  de  surfaces. 
On  avait  cependant  jusqu'ici  peu  travaillé  dans  cette  voie;  aussi,  en  y  péné- 
trant, les  analystes  pouvaient-ils  être  assurés  dy  rencontrer  une  ample 
moisson  de  découvertes. 

C'est  ce  qui  a  décidé  l'Académie  à  mettre  la  question  au  concours;  son 
attente  n'a  pas  été  trompée;  un  seul  Mémoire,  il  est  vrai,  a  été  déposé  au 
Secrétariat,  mais  les  résultats  qui  y  sont  démontrés  sont  d'une  très  grande 
importance  et  conduisent  à  la  solution  de  plusieurs  problèmes  intéressants. 
Les  surfaces  hyperelliptiques,  c'est-à-dire  les  surfaces  telles  que  les  coor- 
données d'un  quelconque  de  leurs  points  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions 
quadrupleuienl  péi  iodiiiues,  sont  de  deux  sortes.  11  peut  arriver,  en  elTet, 
qu'à  chaque  point  de  la  surface  corresponde  un  seul  point  du  champ  hyper- 
elliptique,  ou  bien  plusieurs  points  de  ce  champ.  Les  surfaces  de  la  première 
classe  sont  celles  de  M.  Picard;  mais  on  connaît  depuis  longtemps  une  surface 
de  la  deuxième  classe  à  laquelle  est  attaché  le  nom  de  Kummer. 

La  plus  grande  partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  la  théorie  de  la  surface 
de  Kummer  ;  bien  que  cette  surface  ait  déjà  fait  l'objet  des  travaux  d'un  grand 
nombre  de  géomètres  allemands,  l'auleur  a  découvert  beaucoup  de  propriétés 
nouvelles  dont  quelques-unes  s'énoncent  fort  élégamment.  Il  s'attache  sur- 
tout à  l'étude  des  courbes  tracées  sur  la  surface.  On  sait  quelles  difficultés 
])résente  la  classification  des  courbes  gauches  et,  en  particulier,  de  celles  qui 
sont  tracées  sur  une  surface  donnée.  Cette  question,  abordée  par  noire 
regretté  confrère  Halphen,  lui  avait  inspiré  un  Ouvrage  justement  admiré 
de  tous  les  géomètres,  et  couronné  autrefois  par  l'Académie  de  Berlin. 

Le  problème  a  été  résolu  complètement  par  Halphen  pour  quelques  sur- 
faces, pour  celles  du  second  degré,  par  exemple.  Grâce  à  l'emploi  des  fonc- 
tions abéliennes,  l'auteur  du  Mémoire  fait  pour  la  surface  de  Kummer  ce 
qu'Halphen  avait  fait  pour  les  quadriques.  Il  étudie  en  outre,  avec  de  grands 
détails,  les  surfaces  inscrites  dans  celle  de  Kummer,  les  relations  de  la  sur- 
face de  Kummer  avec  sa  réciproque,  les  surfaces  adjointes  à  celle  de  Kummer. 
Quatre  Chapitres  sont  consacrés  à  l'étude  des  surfaces  de  M.  Picard  et  des 
courbes  que  l'on  peut  tracer  sur  elles.  Le  plus  important  est  celui  où  se 
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trouve  élablie  la  liaison  enlre  les  fonctions  liypereliiptifiues  el  les  surfaces 
adjointes  à  une  surface  liyperelliptiiiue  donnée. 

Revenant  enfin  aux  surfaces  hyperellipliques  de  la  deuxième  classe,  l'au- 
teur étudie  celles  qui  sont  telles  c|u'à  chacun  de  leurs  points  correspondent 
deux  couples  d'arguments,  et  il  montre  que  ces  surfaces  correspondent  point 
par  point  à  celle  de  Ruminer. 

En  résumé,  le  Mémoire  qui  est  soumis  au  jufremenl  de  l'Académie  con- 
tient l'étude  complète  de  plusieurs  surfaces  intéressantes  et  de  leurs  relations 
avec  les  fonctions  abéliennes;  c'est  là  une  conquête  très  précieuse  pour  la 
(jéométrie,  et  qui  ne  sera  pas  non  plus  inutile  à  l'Analyse  pure,  puisqu'elle 
nous  aidera  à  nous  représenter  d'une  manière  plus  concrète  les  projjriétés 
de  ces  transcendantes.  La  Commission  a  donc  été  unanime  à  proposer  de 
décerner  le  prix  Bordin  à  l'auteur  du  Mémoire  portant  pour  épigraphe  : 

Pendent  opéra  inlerrupla. 
l/autcur  de  ce  Mémoire  est  M.  Himbert. 

7i.  M.  Picard,  dans  un  article  de  la  Kevue  générale  des  Sciences 
(3o  décembre  1H94),  où  il  passe  en  revue  les  progrès  récents  de  la 
théorie  des  surfaces,  a  consacré  quelques  lignes  à  mon  travail  cou- 
ronné, et  voici  comment  il  s'exprime  à  propos  des  surfaces  hyperel- 

liptiques  : 

Dans  un  Mémoire  extrêmement  intéressant,  couronné  il  y  a  deux  ans  par 
l'Académie,  M.  Ilumiiert  a  approfondi  l'étude  des  surfaces  précédentes  et 
établi  des  théorèmes  d'une  rare  élégance.  Parmi  les  résultats  relatifs  aux 
surfaces  adjointes,  citons  au  moins  celui  qui  concerne  les  adjointes  d'ordre 
„;  —  3  :  le  nombre  de  ces  adjointes  linéairement  distinctes  est  égal  au  genre 
des  sections  planes  de  la  surface  diminué  d'une  unité.  Signalons  encore  que 
le  genre  numérique  P  est  égal  à  —  i,  et  est,  par  suite,  distinct  du  genre  géo- 
métrique. M,  Humbert  étudie  aussi  des  surfaces  remarquables  d'ordre  /mit. 
ayant  pour  lignes  doubles  les  arêtes  d'un  tétraèdre,  qui  sont  jusqu'ici  les 
surfaces  de  moindre  degré  correspondant  à  des  fonctions  hyperellipliques 
non  réductibles  aux  fonctions  doublement  périodiques.  D'après  ce  que  j'ai 
dit  plus  haut,  il  resterait  à  voir  s'il  existe  de  telles  surfaces  pour  les  degrés 
sLv  et  sept:  il  est  bien  vraisemblable  que  huit  est  le  degré  minimum. 

M.  Humbert  s'est  aussi  occupé,  dans  son  Mémoire,  de  la  surface  de 
Kummer,  qui  se  rattache  aux  fonctions  quadruplemenl  périodiques,  mais  ne 
rentre  pas  dans  la  famille  précédente  :  car  à  un  point  arbitraire  de  la  surface 
correspondent  deux  valeurs  des  paramètres,  aux  périodes  près;  il  fait  une 
étude  très  complète  des  courbes  tracées  sur  la  surface  et  des  propriétés  des 
surfaces  passant  par  ces  courbes. 
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Ces  extraits  rendent  inutile  une  analyse  détaillée  de  mon  Mémoire 
(60),  aussi  me  borncrai-je  à  mentionner  les  points  les  plus  impor- 
tants. 

75.  Surface  de  Kununer.  —  J'adopte  la  représentation  paramé- 
trique de  M.  Weber,  dans  laquelle  les  coordonnées  d'un  point  de  l;i 
surface  sont  proportionnelles  à  quatre  fonctions  tlièta  du  second 
ordre,  paires,  et  à  caractéristique  nulle,  .l'établis  un  tliéorème  fon- 
damental : 

L équation  de  la  courbe  complète,  d'ordre  4/',  commune  à  la  surface  et 
à  une  surface  algébrique  d'ordre  p,  s'obtient  en  annulant  une  fonction 
thêta  normale  paire,  d'ordre  ip,  à  caractéristique  nulle,  et  récipro- 
quement. 

Les  courbes  tracées  sur  la  surface  de  Kummer  sont  toutes  de  degré 
pair,  et  le  long  d'une  courbe  quelconque  (d'ordre  2^),  on  peut  cir- 
conscrire à  la  surface  une  surface  (^de  degré/?),  ne  la  coupant  pas  en 
debors  de  la  courbe. 

Cette  dernière  propriété  est  curieuse;  je  ne  connais,  pour  la  possé- 
der aussi,  que  les  cônes  du  second  ordre  (42). 

Je  donne,  pour  représenter  les  16  points  et  les  iG  plans  singuliers, 
un  algorithme  nouveau,  particulièrement  simple,  qui  m'est  utile  dans 
toute  la  suite  du  Mémoire. 

La  classification  des  courbes  d'un  degré  donné,  4m  ou  4'"  —  -,  t''a- 
cées  sur  la  surface,  est  résumée  par  ces  théorèmes  : 

Les  courbes  d'ordre  ^m  se  répartissent  en  32  familles  : 

1°  L'nefamUle,  ini-  -\-  i  fois  infinie,  dont  chaque  courbe  est  l'intersec- 
tion complète  de  la  surface  et  d'une  surface  générale  d'ordre  m; 

2"  Une  famille,  im-—'5  fois  infinie,  de  courbes  passant  par  les  i  Gpoints 
doubles,  et  dont  chacune  est  l'intersection  de  la  surface  avec  une  surface 
d'ordre  m  -+- 1,  passant  par  quatre  des  16  coniques  de  la  surface; 

3°  Trente  familles,  zm-  —  1  fois  infnie  chacune,  de  courbes  dont  cha- 
cune passe  par  %  points  doubles  et  constitue  l'intersection  de  la  surface 
avec  une  surface  d'ordre  m  -f-  r .  passant  par  deux  coniques. 
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Les  coiubcs  (F ordre  l\m  -\-  2  se  réparlissenl  aussi  en  3  2  familles  : 
1"  Seize  familles.  ■Aur  -^  -mi  fois  infinie  chacune,  de  courbes  dont  cha- 
cune passe  paru  points  doubles  situés  dans  un  même  plan,  et  constitue 
l'intersection  de  la  surface  avec  une  surface  d^ ordre  m  +  \,  passant  par 
une  des  iG  coniques; 

2.'^  Seize  familles,  -inr  -\-  om  —  i  fois  infinie  chacune,  de  courbes  dont 
chacune  passe  par  \o points  doubles,  et  constitue  l' intersection  de  la  sur- 
face avec  une  surface  d'ordre  m  -+-  2,  passant  par  trois  coniques  qui  ont 
en  commun  un  point  singulier. 

J'étudie  ensuite  avec  détails  les  courljes  de  degrés  l\,  (]  et  S  qu'on 
peut  tracer  sur  la  surface  de  Kummcr;  je  citerai  seulement  un  résultat  : 

La  surface  de  Kummer  admet  li^)  familles,  trois  fois  infinie  chacune, 
de  surfaces  inscrites  du  troisième  ordre,  à  quatre  points  doubles;  les 
quatre  points  doubles,  situés  sur  la  surface  de  Kummer,  sont  les  sommets 
d'un  tétrardre,  dont  les  six  arêtes  touch'nt  la  surface  en  sir  nouveau  v 
points. 

Celte  propriété  est  intéressante,  car,  a  priori,  les  tétraèdres  inscrits 
par  leurs  sommets  et  circonscrits  par  leurs  arêtes  à  une  surface  don- 
née, sont  en  nombre  doublement  infini;  ici,  nous  trouvons  un  nombre 
triplement  infini  de  tels  tétraèdres. 

76.  Surfaces  /lyperelliptiques  générales.  —  Ce  sont  celles  pour  les- 
quelles les  coordonnées  d'un  point  sont  des  fonctions  abéliennes  de 
deux  paramètres  u,  v,  telles  qu'à  un  point  ne  réponde,  aux  périodes 
près,  qu'un  couple  d'arguments.  La  liaison  entre  les  fonctions  tliéla 
et  les  surfaces  adjointes  résulte  de  ce  théorème  : 

Si  les  coordonnées  d' un  point  d'une  surface  S,  de  degré  n,  sont  propor- 
tionnelles à  quatre  fonctions  thêta,  de  caractéristique  nulle,  d'ordre  h, 
avant  en  des  points  u,  ,v,;u.,,  Co,  ...  des  singularités  communes  g,,  Co,  .... 
les  surfaces  adjointes,  d'ordre  n  -h  q  —  l\,  découperont  sur  la  proposée  le 
système  linéaire  de  courbes 

'/./J(ll,  v)  +l,6„{lt,  v)  -h. .  .=  0, 

les  0  étant  des  fonctions  thêta  de  caractéristique  nulle,  d'ordre  lui.  avant 
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rn  (t//^,  (v)  f(i  singiilarilé  adjointe  deiqai,)  (  '  ).  l\i'ciproquemenl ,  (aille 
cdiirhc  de  ccNc  nature  est  sur  une  adjointe  d'ordre  n  -h  q  —  \. 

La  surface  unique  d'ordre  ti —  (,  adjointe  à  S,  coupe  celle-ci,  en 
dehors  des  courbes  multiples,  suivant  des  conri)es  unieursales,  (|ne 
j'appelle  unieursales  singulières  (courbes  ausgezeiehnete  de  ^I.  Noilier'); 
je  montre  que  : 

Les  surfaces  adjointes  d'ordre  n  +  q  —  '\,  qui  passent  par  les  courbes 
unieursales  singulières,  découpent  sur  la  proposée  le  système  linéaire  de 
courbes 

OÙ  les  5  sont  des  fonctions  thêta  de  caractéristique  nulle,  d'ordre  luj,  ayant 
en  Uf;,  (•/(  la  singularité  (q 7/,^,  et  réciproquement. 

Les  deux  propositions  précédentes  entraînent  de  nombreuses  consé- 
quences géométriques;  la  suivante  est  relative  auxuurfaces  de  contact  : 

Soit  S  une  surface  hyperelliptique  d'ordre  n.  Les  surfaces  d'ordre 
n  -t-  rm  —  '\,  adjointes  à  S,  passant  par  les  courbes  unieursales  singulières, 
et  ayant  avec  la  proposée,  tout  le  long  du  reste  de  l'intersection,  un  con- 
tact d'ordre  r  —  \ ,  se  divisent  en  r'  systèmes.  Dans  chaque  système,  les 
courbes  de  contact  forment  une  série  linéaire. 

Les  r  courbes  de  contact  de  r  surfaces  d'un  même  système  sont  sur  une 
adjointe  d  ordre  n  -f-  rm  —  4  contenant  les  courbes  unieursales  singulières. 

Soit  k  un  entier  positif  inférieur  ou  égal  à  r  :  par  k  —  i  courbes  de  con- 
tact appartenant  à  des  systèmes  quelconques  et  par  les  courbes  unieur- 
sales singulières,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  adjointes, 
d'ordre  n  -+-  km  —  4,  qui  découpent  en  outre  sur  la  proposée  un  des  /* 
systèmes  de  courbes  de  contact. 

Signalons  encore  ce  théorème  que,  si  les  sections  planes  de  S  sont 
de  genre  p,  le  nombre  des  surfaces  adjointes,  d'ordre  n  -h  q  —  \, 
linéairement  distinctes,  où  q  est  >  o,  est  toujours  égal  à 

_ry(^  — l)«H-r/(p-l)  +  i(5r  — i)(7-  2)(r7  — 3). 
(')  P'oir  au  n°  G6  pour  l'explicalion  de  ces  symboles  de  singularités. 

H.  Q 
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77.  Parmi  les  surfoces  hyperelliptiques  générales,  j'ai  signalé  des 
surfaces  du  huitième  ordre;  la  plus  simple  se  déduit  aisément  de  la 
surface  de  Kummcr. 

Supposons  que  les  plans  de  coordonnées  et  le  plan  de  l'infini 
forment,  pour  une  surface  de  Kummer  K,  un  létraédre  de  Roscnhain. 
c'est-à-dire  que  les  faces  et  les  sommets  du  tétraèdre  soient  respecti- 
vement des  plans  et  des  points  singuliers  de  la  surface.  A  un  point 
X,  Y,  Z  de  K,  faisons  correspondre  deux  points  x,  y,  z  par  les  relations 

X^  — >  Y^  — >  Z= — ;   le  point. r.  y,  ;  décrit  une  surface  du  liui- 
yz  zx  y.v  ' 

tième  ordre,  liyperelliptique,  et  telle  qu'à  un  de  ses  points  ne  réponde 

qu'un  couple  d'arguments  abéliens,  aux  périodes  près. 

Les  lignes  doubles  de  la  nouvelle  surface  sont  les  arêtes  du  tétraèdre 

de  référence;  ses  sections  planes  sont  de  genre  neuf,  etc. 

78.  Surfaces  analogues  à  celle  de  Kummer.  —  Si  ;i  un  point  d'une 
surface  hypereiliptique  répondent  deux  couples  d'arguments  abéliens, 
je  montre  qu'elle  est  représentable  point  par  point  sur  la  surface  de 
Kummer  et  j'indique  la  relation  entre  les  fonctions  thêta  et  les  sur- 
faces adjointes.  Il  y  a,  dans  cette  classe,  des  surfaces  du  (|ualrième 
ordre;  je  donne  une  méthode  pour  les  obtenii'  toutes,  et  je  discute,  à  titre 
d'exemple,  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  ordre  qui  passent 
par  six  points  tixes  :  c'est  une  sur'fiicc  dont  la  liaison  avec  les  fondions 
abéliennes  était  déjà  connue;  j'en  fais  connaitre  quelques  propriétés 
nouvelles. 

H.  —  Surfaces  de  Kummer  elliptiques. 

79.  Parmi  les  surfaces  de  Kummer,  la  plus  anciennement  connue 
est  la  surface  de  l'onde,  ou  sa  transformée  homographique,  le  tèlraé- 
droïde;  on  sait,  depuis  longtemps,  que  les  coordonnées  d'un  point 
d'une  telle  surface  s'expriment  à  l'aide  de  lonctions,  doublement 
périodiques  séparément  par  rapport  à  deux  paramètres.  Dans  le  Mé- 
moire ()2,  je  détermine  toutes  les  surfaces  de  Kummer  qui  jouissent 
de  la  même  propriété,  c'est-à-dire  toutes  les  su/faces  de  Kummer  ellip- 
tiques, et  je  les  étudie  au  point  de  vue  des  courbes  algébriques  qu'on 
peut  tracei'  sur  elles. 
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Une  surface  do  Kuminor  elliptique  est  déterminée,  à  une  transfor- 
mation li()niogra[tlii(|iie  pri'S,  si  l'on  se  donne  les  périodes  <les  deux 
systèmes  de  fonctions  elliptiques  de  la  représentation  et  un  nonihre 
entier,  carré  parfait.  (|ue  nous  verrons  apparaître  tout  à  l'heure  dans 
une  théorie  plus  générale,  et  que  j'appelle  \'in\ariant.  Le  tétraédroïde 
correspond  à  l'invariant  quatre;  j'examine  spécialement  la  surface 
d'invariant  «e///,  qui  possède  cette  propriété  caractéristique  : 

Sur  une  surface  de  Kummer  elliptique,  d'iruariarU  neuf,  les  six  points 
doubles  situés  sur  une  quelconque  des  coniques  de  la  sur/ace  se  répartissent 
en  deux  groupes  de  trois,  de  telle  sorte  qu'il  existe  une  conique  inscrite  au 
triangle  formé  par  les  trois  premiers  points  et  circonscrite  au  triangle  formé 
par  les  trois  derniers;  —  et  réciproquement . 

^F.  0.  Bolza  a  retrouvé  la  même  propriété  dans  un  Mémoire  des  Math. 
Annalen;  il  a  bien  voulu,  par  une  Note  publiée  dans  le  t.  LI  du  même 
Recueil,  reconnaître  ma  priorité. 


III.  —  Fonctions  abéliennes  singulières. 

80.  Soit  (i,  o),  (o,  i),  (o-,  h),  {h,  g')  un  système  de  périodes  nor- 
males pour  des  fonctions  abéliennes  de  deux  variables  :  au  cours  de  mes 
recherches  sur  les  surfaces  hyperellipliques,  j'ai  dû  supposer  que 
g,  h,  g'  n'étaient  liés  par  aucune  relation  à  coejficients  entiers  du  type 

(I)  A-  +  B/i-4-C,«-'+D(/«^-^5-')-t-E  =  o; 

dans  l'hypothèse  contraire,  la  surface  pouvait  admettre  d'autres 
courbes  algébriques  que  celles  obtenues  en  annulant  des  fonctions 
thêta,  formées  avec  les  périodes  précédentes. 

En  appelant  relation  singulière  entre  les  périodes,  toute  relation  de 
la  forme  (i)  où  les  entiers  A,  B,  ...,  E  sont  supposés  sans  diviseur 
commun,  j'ai  étudié  dans  les  Notes 63  à71,  et  dans  les  deux  Mémoires 
étendus  72  et  73,  les  fonctions  abéliennes  correspondantes,  que 
j'appelle  fonctions  singulières. 

81.  Un  premier  résultat  est  que  toute  transformation,  d'ordre  «/i, 
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des  périodes  g,  h,  g  ,  change  une  relation  singulière  en  une  autre,  et 
que  la  quantité  B-  — 4AC— 4DE  est  la  même  pour  toutes  deux. 
J'appelle  cette  quantité  l'infana^/  de  la  relation  singulière,  etj'établis 
ensuite  cette  proposition  fondamentale  (|ue  : 

Deux  relations  singulières  de  même  imarianl  peuvent  être  ramenées 
lune  à  l'autre  par  une  transformation  du  premier  ordre  des  périodes. 

11  en  résulte,  pour  les  relations  singulières  d'invariant  A,  selon 
que  A  est  du  tvpe  4N  ou  du  type  '|N  —  i,  les  deux  formes  canoniques 

A    ,  ,       A-i    , 

o-__i,=0,  g-h -y—gZ^O. 

82.  L'invariant  est  un  nombre  essentiellement  positif  ;  s'il  est  carré 
parfait,  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce  correspondant  aux 
périodes  considérées  est  réductible  à  une  intégrale  elliptique,  et  réci- 
proquement. Dans  ce  cas,  que  j'appelle  le  cas  elliptique,  Tinvariant 
étant  n-,  la  relation  singulière  peut  se  ramener  à  nh  —  i  =  o.  et  le 
tableau  des  périodes  au  suivant  : 


1,     o, 

o,      I, 


I 

~-  î 
n 


I 

—  5 
n 


C'est  là  une  nouvelle  démonstration  d'un  théorème  célèbre,  énoncé 
par  M.  Weiersirass,  établi  et  complété  par  M.  Picard. 

J'étends  ensuite  un  théorème  de  ]\I.  Poincaré,  qui,  dans  ma  termi- 
nologie, s'énonce  ainsi  :  S'il  existe,  entre  les  périodes,  deux  relations 
singulières,  pour  chacune  desquelles  l'invariant  soit  carré  parfait, 
il  existe  une  intinité  de  telles  relations.  Je  démontre  qu'il  suffit,  pour 
la  même  conclusion,  que  Vune  des  deux  premières  relations  singu- 
lières ait  son  invariant  carré  parfait. 

IV.  —  Fonctions  intermédiaires  singulières. 

83.  En  désignant  toujours  par  (i,  o),  (o,  1),  {g,  h),  {h,  g  )  un 
système  de  périodes  abéliennes  normales  pour  deux  variables  u  et  v. 
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j'appelle,  à  roxemplc  de  Briot  et  Bouquet  et  de  M.  Poiiicaré,  fonciion 
intermédiaire  toute  fonction  entière  de  u,  v  qui  se  reproduit,  multipliée 
par  une  exponentielle  e'"+i^''^',  quand  l'on  augmente  u  et  v  d'une 
période. 

Si  les  périodes  ne  vérifient  pas  de  relation  singulière,  il  n'y  a  pas 
d'autres  fonctions  inlermédiaires  (à  un  facteur  exponentiel  près),  que 
les  fonctions  thêta  dérivées  des  périodes  (i,o),  (o,  i),  (g, h),  {/i,g'); 
si,  au  contraire,  les  périodes  sont  liées  par  une  relation  singulière, 
que  l'on  peut  toujours  supposer  ramenée  au  type  a.g  -h  '^h  -\-  y  g'  =  o, 
il  existe  des  fonctions  intermédiaires  satisfaisant  aux  condilions 

©((/  -i-  I,  (•)  =?(«',  c  +  i)  —  o{u,  i-), 

0{U  -h  g,    l'-h/O     =9(«,    l>)e27;il-/«+*Yl-l+const.^ 
0(«-4-/i,    V  +  g')  =  0(U,   lj)e!"'[-A.ai<-(/+*3)i'l+const.^ 

où  /et  k  sont  deux  entiers,  que  j'appelle  les  indices  de  la  fond  ion  inler- 
médiaire  singulière  o{u,  ^')  (  '  ). 

Toutefois,  pour  que  ces  fonctions  existent,  il  faut  et  il  suffit,  ea  sup- 
posant la  partie  imaginaire  de  g  positive,  que 


il  +  ?ik  >  m  od  k\  '^-  —  4  y.-j. 

Le  produit  d'une  fonction  d'indices  /,  k  par  une  fonction  d'indices 
/',  —  k  est  wne  fonction  thêta,  d'ordre  /+  /'.  On  voit  ainsi  (]ue.  dans  le 
cas  des  fonctions  abéliennes  singulières,  une  fonction  thêta  peut 
se  décomposer  en  un  produit  de  deux  facteurs  qui  ne  sont  pas,  à  un 
facteur  exponentiel  près,  des  fonctions  thêta  aux  mêmes  périodes. 

Deux  fonctions  intermédiaires  singulières,  d'indices  l,  k  et  /',  k' ,  ont  un 
nombre  de  zéros  communs,  abstraction  faite  des  multiples  des  périodes, 
égal  à  ili  +  ^  (//(■'  +  kl')  -+-  Q.y.-'^kk  . 

84.  Les  fonctions  intermédiaires  d'indices  /,  k  sont  fonctions 
linéaires  et  homogènes  de/--f-j3^7+  ay^--  d'entre  elles,  dont  j'obtiens 
aisément  les  développements  en  série  d'exponentielles. 


(')  On  a  des  équations  analogues,  bien  qu'un  peu  plus  compliquées,  si  la  relation  sin- 
gulière est  du  type  général. 


et 
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85.  J'appelle  /(wc/Zo»,*  intermédiaires  normales  d'indices  /,  fc,  celles 
(|iii  vérifient  les  relalions 

F((/,  v-\-  I)  —  e"'"'F(//,  r), 

V{ii  +  g,  i- -h  h)   :=e07i/j.!>';t/i-/«,-/,r..i+7i'i-/."+/.T''i  F(»,  r), 

cl  je  dis  que  les  entiers  to,  0,  to',0' forment  la  cdraclérisliqite  de  la  fonc- 
tion, exactement  comme  dans  la  théorie  des  fonctions  llicta  normales. 
Cela  posé,  en  supposant  Y  =  '  '  ;ii'i>^'  qu'on  en  a  le  droit,  c'est-à-dire 
en  partant  de  la  relation  singulière  a^+ [B/?  +  g-' =  o,  j'établis  les 
tliéorèmes  suivants  : 

i"  Soit  posc'j  ^  /^  +  ^^kl -^  a.k- .  Les  Cj  fonctions  normales,  linéairement 
distinctes,  de  caractéristique  (o.  o,  o,  o),  d'indices  /,  k,  se  répartissent  en  : 

i(ô  -i-  i)  fonctions  paires,  s'a/unilaiil  pour  six  demi- périodes        \ 

1      siot 
1     impair. 

4(ô  —  i)  fonctions  imj>aircs,  s'nnnulanl  pour  dix  demi-périodes  ] 

v(o  +  2)  fondions  paires,  s'annulani  pour  qualre  demi-périodes  \ 

\  si  ô  est  pair 
et  >       ,  .     '^   . 

l  ettiimpair. 

\{n  —  2)  fonctions  impaires,  s' annulant  pour  douze  demi-périodes  ] 

j (0  +  4)  fonctions;  paires  \ 

\     si  o  et  /. 
et  > 

1  sont  pairs. 

I(i5 — 1\)  fonctions  impaires,  s'anuulaut  pouc  seize  demi-périodes  ] 

2"  Les  <j  fonctions  normales,  linéairement  distinctes,  de  caractéristit/iir 
(w,  0,  oj',  0'),  d'indices  l,  k,  se  répartissent  en  : 

^„{o-\-\)  fonctions  i>aires  ou  impaires,  s'an/iutant  pour  six  demi- 
périodes 
g(  \       si  ô  est 

impair. 
1(5  —  i)  fonctions  impaires  ou  paires,  s'annutant  pour  dix  demi- 
périodes 

lô  fonctions  /laires.  s'annutant  ]>our  liuit  demi-périodes 

et  \  sidest pair. 

5Ô  fonctions  impaires,  s'annutant  pour'  huit  demi-périodes 
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Toutefois,  si  o  est  pair  el  k  impair,  pour  les  trois  caractéristiques  autns 
que  (0,0,0,0)  vérifiant  les  congrucnces 

w-+-/w'=0'+0(/+P)  =  o  (mocla). 

il  Y  a 

\{o  -\-  ?.)  fonctions  paires  ou  impaires,  s'' annulant  pour  (jitalrc  demi-périodes, 
et 
|{(5  —  2)  fonctions  impaires  ou  paires,  s'annulanl  pour  douze  demi-périodes. 

86.  On  obtient  ainsi  des  grou|)Cs  intéressants  de  demi-périodes, 
annulant  les  fonctions  intermédiaires  normales  paires  ou  impaires 
d'indices  /,  A-;  si  k  est  pair,  ces  groupes  coïncidenl  avec  ceux  qui 
annulent  les  fonctions  tlièta  normales  d'ordre  /,  ayant  même  caracté- 
ristique que  les  fonctions  considérées;  si  k  est  impair,  on  obtient  de 
nouveaux  groupes,  que  je  caractérise,  et  dont  je  donne  explicitement 
le  Tableau,  dans  tous  les  cas. 

87.  En  annulant  une  fonction  intermédiaire,  singulière,  normale, 
paire  ou  impaire,  on  oI)tienl  sur  la  surface  de  Kummer,  représentée 
par  le  procédé  de  M.  Weber,  une  courbe  algébrique  singulière,  qui 
n'existe  pas  sur  la  surface  de  Kummer  générale,  et  qui  passe  par  cer- 
tains groupes  de  points  doubles  de  la  surface. 

J'établis  deux  formules  importantes  relatives  au  degré,  d,  et  au 
genre,  p,  d'une  courbe  singulière  : 

/j=  "(/^-^  iSA-Z-^aA-— s+2)  —  \, 

en  désignant  par  /,  k  les  indices  de  la  fonction  normale  correspon- 
dante, par  2^  le  nombre  de  points  doubles  par  lesquels  la  courbe  passe 
simplement,  et  par  —  N  un  ternie  soustractif,  que  j'explicite,  et  qui 
dépend  des  points  multiples  de  la  courbe  proposée.  Quand  il  n'y  a  pas 
de  points  multiples,  N  =  o. 

88.  Inversement,  si  une  surface  de  Kummer  admet  une  courbe  algé- 
brique n'existant  pas  sur  la  surface  générale,  c'est  une  surface  singu- 
bére,  c'est-à-dire  dérivant  de  fonctions  abéliennes  singulières  :  je  le 
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démontre  en  m'appuyant  sur  un  beau  théorème  de  M.  Appell,  relatif 
aux  fonctions  intermédiaires  en  iîénéral. 

Les  théorèmes  des  n"*  85  et  87  contiennent  évideniniont  hi  chissiti- 
cation  des  courbes  singulières  d'un  degré  donné,  qu'on  peut  tracer 
sur  une  surface  de  Kummer  simïulière. 


V.  —  Équations  modulaires. 

89.  La  question  se  pose  naturellement  de  déterminer  les  radicaux 
qui  donnent  naissance  à  des  fonctions ahéliennes  singulières;  oh,  sous 
une  autre  forme,  de  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
auxquelles  doivent  satisfaire  les  constantes  «,,  a,,  ...,  a^,  pour 
que  les  périodes  des  fonctions  ahéliennes  dérivées  du  radical 
\(.r  —  «,  )(a7  —  Oo). .  .(iT —fl;.)  soient  liées  par  une  relation  singu- 
lii'ie,  à'i/nanan!  donné. 

L'équation  entre  a,,  ...,  a^  est  ce  que  je  nomme  Vcr/uation  modu- 
laire corrrespondant  à  l'invariant  considéré;  elle  es i  algébrique. 

.l'indique  pour  la  former  de  proche  en  proche,  à  partir  des  invariants 
cinq  et  huit,  une  niclliode  géométrique  qui  repose  sur  les  principes 
suivants  : 

90.  Soit  d'abord  le  cas  de  l'invariant  cinq.  On  peut  supposer  |3  =  t, 
y.  =  —  i;  poui'  les  indices  /=  i,  X-:=  i,  on  trouve,  sur  la  surface  de 
Kummer  correspondante,  une  cubique  gauche,  passant  par  six  points 
doubles  d,,  d.,,  ...,  d^.  Désignons  par  P,,  P^,  ...,  ?„  les  traces,  sur  un 
plan  n  quelconque,  des  six  plans  singuliers  de  la  surface  qui  passent 
pai' r/,  :  en  projetant  la  cubique  sur  IL  à  partir  de  r/,,  on  obtient  une 
conique,  tangente  à  la  droite  Pf,  et  circonscrite  au  pentagone 
PiP.jPaP^Pj.  Si  l'on  transforme  ce  résultat  par  polaires  réciproques, 
en  observant  que  la  sui'face  de  Kummer  est  sa  propre  coirespondante 
dans  dix  corrélations,  on  établit  (|ue  la  condïùon  nécessaire  et suJJ'isante 
pour  (|ue  la  surface  de  Kummer  soit  singulière  et  d'invariant  cinq  est 
celle-ci  : 

Les  six  points  doubles,  situés  sur  une  même  conique,  d'une  surface  de 
Kummer  répondant  à  des  fonctions  singulières  d'invariant  cinq,  sont  tels 
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qii  il  c.vistc  une  coni(/iic  fxissd/i/  par  l' un  i/'cu.i'  et  liisciitc  ù  un  pcnhit^ofu' 
/ornicpar  les  cituj  autres. 

Soient  iiloi's  X,  r/,,  a..,  r/.,,  r/.,,  «75  les  ari^iiiiiciils  des  six  jxiinls  sur 
leur  «■i)i)i(|ii(';  la  coiidilioii  [irrcédciilc  se  (l'iidiiil  aiial\  (i(|iicin('iil  |iar 
la  rrlalioii 

V/(rt|—  «3)(«,—  rt4)(a,— «3)(«4— «5) 


-4-  V/(«1—   fl2)(«3—  «5)(«1—  «ô)(«3—  f'i) 

A-  Si\a^  —  n4)((?3—  «,)(«,—  ff5){«3— «i)  =  0, 

(|tii   est   l'équation   modulaire,   ré|tondanl  ii  liiivariaiit  ciiHi,    [loiir  le 
radieal  sl{x  —  a,  ){x  —  a.,){x  —  a.;f){x  —  a-.)(ic  —  a-,). 

91.  De  mémo,  dans  le  cas  de  l'invariant  huit,  en  su|)[JOsant  fi  =  o, 
a^—  2,  ou  trouve,  sur  la  surface  de  Kummer,  poui'  les  indices  /^  ■^, 
k  ^=  \ ,  une  série,  simplement  intinie,  dcî  Ijiquadratiques  gauches 
passant  par  quatre  points  douhles.  Une  de  ces  l)iqnadrati([ues  a  un  point 
(loul)le  en  un  cinquième  point  singulier  de  la  surlace,  et  en  la  proje- 
tant à  partir  de  ce  derniei',  on  arrive  à  ce  résultat  : 


V.v 


[a's  six  points  doubles,  situes  sur  une  même  conique,  il' une  surface  ih 
Kununer  répondant  à  des  Jonctions  singulières  d'invariant  huit,  sont  tel: 
(ju  il  existe  une  conique  passant  par  deux  d'entre  eux  et  inscrite  à  un  qua- 
drilatère forme  par  les  quatre  autres. 

Analytiqucment,  on  en  conclut  ([ue  le  ladical 

\/x  (  .r  —  «,  )  {  J-  —  rt,  )  (  X  —  rt;,  )  (  .f  —  «i  ) 

donne  naissance  à  des  fonctions  abéliennes  singulières  d'invariant  huit 
si  l'on  a 

=  ((7.2  —  «j  )''(ffi  —  «:i)'"('^l«3+  OiC-.Y- 

Ces  deux  résultats  sont  à  rapprocher  de  celui  donné  au  n"  7'J  pour 
l'invariant  neuf. 

92.  Des  théorèmes  analogues  permettent  de  former  l'équation  mo- 
dulaire dans  tous  les  cas;  pour  simplifier,  je  citerai  seulement  celui 
(|ni  s'applicjue  îi  un  invariant  de  la  forme  8N. 

U.  10 
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Soit  A  11'  plus  petit  entier  dont  le  carré  atteigne  ou  dépasse  N: 
posons  p  =  A-  —  N. 

Pour  la  surface  de  Kummer  répondant  à  des  fonctions  singulières  d'in- 
iuriant  8N,  et  à  certains  imariants  inférieurs,  les  six  droites  suivant 
lesquelles  les  six  plans  singuliers  passa  n  t  par  un  même  poin  t  double  coupent 
un  plan  P,  cjuelconque,  jouissent  de  cette  propriété  :  il  existe,  dans  le 
planV,  un  svsléme  p  fois  infini  de  courbes,  de  genre  p  et  de  degré  2  A,  dont 
chacune  passe  par  les  sommets  d'un  quadrilatère  formé  par  quatre  des  six 
droites  et  touche,  partout  ailleurs,  ces  six  droites. 

En  traduisant  analytiquement  cette  propriété,  on  obtient  une  rela- 
tion entre  les  arguments  des  six  droites,  considérées  comme  tangentes 
à  une  même  conique,  c'est-à-dire  Véquation  modulaire  pour  l'ima- 
riantSy,  avec  certains  facteurs  étrangers  connus  d'avance,  qui  sont  les 
équations  modulaires  pour  des  invariants  [dus  petits. 

Un  théorème  analogue  remplace  les  courbes  de  genre  p  par  une 
seule  courbe  unicursale,  ayant  des  points  multiples  d'ordre  donnés 
en  certains  des  points  de  rencontre  des  six  droites  deux  à  deux,  ce  qui 
permet  de  traduire  analytiquement  la  propriété  modulaire  d'une 
manière  bien  plus  aisée. 

93.  Par  exemple,  pour  l'imariani  douze,  on  exprimera  que  les 
six  droites  peuvent  se  répartir  en  trois  couples  A  et  A  ,  B  et  B',  C  et  C, 
de  telle  sorte  qu'il  existe  une  cubique,  passant  par  les  sommets  des 
trois  couples,  ayant  un  point  double  au  point  d'intersection  de  A  et  de  B. 
et  touchant  les  droites  A',  B',  C  et  C;  on  obtiendra  ainsi,  avec  l'équa- 
tion modulaire  de  l'invariant  douze,  celle,  déjà  connue,  de  l'invariant 
huit.  Le  résultat  est  le  suivant  : 

Le  radical  \x(x  —  i)(x  —  k-)(x  —  l-)(x  —  m- )  conduit  à  des 
fonctions  singulières  d'invariant  douze  si  l'on  a 

\Jk-—l^\Jl.'—f-[Jyl'k  —  lk'){m--—ll'kk')  —  ^mll'kk'] 
—  m{kk'—ll'){l'k^lk')-, 

en  posant 


\'«J-  —  k-  \'f>i-  —  /- 


VI.  —  Transformations  singulières. 

94.  Étant  lionne  un  .^^yslèine  de  périodes  (i.o),  (o,  i;,  (g,  h), 
{h,  g'),  que  j'appellerai  piu.s  simplement  (^,  h,  g'),  le  problème  de  la 
transformation,  tel  <iiir  Ta  p<»s''  M.  Hermite,  consiste  à  trouver  tous 
les  systèmes  (G,  H,  G'),  tels  qu'une  fonction  abélienne  quelcoiuiue. 
F(U,  V),  formée  avec  ces  nouvelles  périodes  s'exprime  rationnellenieni 
h  l'aide  des  fonctions  abéliennes,/(M,  r),  admettant  les  périodes  pri- 
mitives. 

D'abord  U  et  V  doivent  être  linéaires  en  u,  c  : 

(,)  U=)."-^fAc,        V  =  /.'(/ 4- p.'i-; 

il  faut  et  il  suffit  ensuite  que,  si  l'on  augmente  u  et  v  d'une  de  leurs 
périodes,  U  et  V  augmentent  d'une  des  leurs  (').  ce  qui  donne,  en 
désignant  para,,  b,,  c,,  cl,  des  entiers  : 

l  —  ao-i-a,G-i-a,}i,  ^j.  =  h„^  b^^G -^  b,li, 

l'=a,-r-u,n^a.G',  f'=^i^  b,H-^b,G', 

(2)     ^ 

lg^^h  =  d,-i-ci:,G  +  d,U,  ). /i-^fi5'=c„-î-c,G-h  c.,H, 


V g  ^  IX' h  =  d,-^  d,n  +  d,G',        7.'h-^ix's'  =  c,-h  cH-h  c,G'. 

Éliminons  X,  a,  A',  a',  G,  H,  G';  il  vient,  en  posant  {ah)ij  =  a,hj  -  a, h,, 
g[(ac\,-^  (ac),,]-^  h[{bcU+  {bc),,-{adU-{ad),,-\  +  g'i{db\^+{db),.;\ 
+  {h--  gg'){{ab\,+  (ab),.^  -^  (c</)o3  -^  (crf)i-.=  o. 

Si  g,  h,  g'  sont  pris  au  basard,  les  coefficients  de  g,  h,  g',  h-  —  gg 
et  le  terme  constant  dans  cette  équation  doivent  être  nuls  :  c'est  l'bypo- 
tbèse  qu'a  faite  implicitement  M.  Hermite,  et  dont  il  a  déduit  la  tbéorie 
ordinaire  de  la  transformation.  Mais  si  g,  h,  g  sont  liés  par  une  rela- 
tion singulière,  il  existera  d'autres  transformations  que  celles  de 
^I.  Hermite  :  je  les  appelle  singulières,  par  opposition  aux  transforma- 
tions de  M.  Hermite,  que  je  nomme  ordinaires. 


(  •  )  Car  à  un  système  de  valeurs  de  ;/,  c  doit  correspondre  un  seul  système  de  valeurs 
de  U,  V,  aux  périodes  près. 
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9.-).   La  relation  singulière  étant,  pinir  siniplilicr,  ramenée  an  type 

g~h^/t  +  -/ff'—o, 

les  valeurs  de  (i,  H,  (î'  et  celles  de  X.  la,  A',  a'  sont  données  par  les 
é(juations  (:>.),  où  les  a,  //,  c,  d  sont  des  entiers,  lies  nnii|ueirieiit  pai- 
les  relations 

{cd)„.,-r  (cd)i,  —  0, 
(rtc  )„..,+  (rtc)i2  =  X-, 
{dh),,+ (dû), ,=  ■//{, 
(6c).,:, -f  (Ac),,-(rtrt'),„- (««'),,=  (3  A-, 

/'désignanl  un  entier  arliiti'aire. 

96.  Kn  |iosant/=  {ad)y.^-+-  (ad),.^,  je  dis  (|ue  les  entiers  /et  /?•  sont 
\('.s  i/ii/ices  du  la  transformation  considérée;  des  définitions  analogues 
s'appliquent  au  cas  où  la  relation  singulière  entre  les  périodes  est 
supposée  de  la  forme  la  plus  générale. 

J'appelle  degré  de  la  transformation  le  nombre  des  systèmes  de 
valeurs  de  (u.  v)  (jui  correspondent,  par  (i),  à  un  système  de  valeurs 
de  U,  \,  le  tout  aux  périodes  près;  je  démontre  que  le  degré  est  la 
valeur  absolue  du  déterminant  ((J„/',c.>d,i),  ou  encore  de  la  quantité  o 

0  =  1' -h  3  /./  -H  -/  k'  . 

Si  l'on  désigne  par  "■,,  /t,,  ....  (1,,  ....  les  parties  imaginaires  de 
g.  II.  . . . ,  G,  . .  . ,  on  trouve  que  le  (|n(itient  (H^;  —  G,  G',  )  :  (/r,  —  g,g\  ) 
a  le  signe  de  o  :  si  donc  on  veut  (|iie  les  systèmes  de  périodes  consi- 
dérés soient  normaux,  c'est-à-dire  que  H^  —  G,  G'  et  li\  —  g^g\  soient 
négatifs,  il  faut  que  o  soit  positif. 


'.)7.  Une  transformation  d'indices /et  /■  change  une  fonction  thêta, 
d'oi'dre  m,  des  variables  U,  V,  aux  périodes  (G,  H,  G),  en  une  fonc- 
tion intermédiaire  singulière  de  //,  c,  d'indice  ml  et  i)d\  aux  périodes 

D'ailleurs  G,  H  et  G'  sont  liés  comme  g,  h,  g',  par  une  relation  sin- 
gulière; la  transformation  ci-dessus  change  une  fonction  intermédiaire 
singulière  de  U,  V,  d'indices  donnés,  en  une  fonction  intermédiaire 


singulii'ic  (If  II.  i .  (1(111 1  j(^  p;ilciili'  les  indices  en  fonction  des  précé- 
dcnls  ot  de  ceux  de  la  transformation. 


98.  Réduction  (/'ane  transformation.  —  En  faisant  précédci'  une 
transformation  singniii're,  d'indices  /  et  ^■,  (rune  transformation  oi'- 
dinairc  d'ordre  un,  on  ne  change  pas  les  indices,  et  l'on  peut  ainsi 
donner  à  la  transformation  initiale  une  forme  réduite  :  deux  transfor- 
mations r('(luit('S  dillérentes  ne  sont  pas  réHiuctibles  l'une  ii  l'autre  par 
une  transformation  ordinaire  du  premier  ordre. 

Voici  comment  on  (d)tient  toutes  les  transformations  réduites 
d'indices  donnés,  /et  k,  en  désignant  toujours  par  o  la  quantité  posi- 
tive /-  —  3/7  -^  yX--.  Soient  :  0  un  diviseur  commun  positif  de  /et  de/-; 

Co  un  diviseur  couHnun  positif  de  ^  et  7;  c  un  diviseur  positif  de -7-^1 
tel  que  les  nonilji'cs  p,  —7'  —g  soient  premiers  entre  eux. 

On  pourra  toujours  trouver  un  ou  plusieurs  entiei's,  cL.  en  nombre 
limité,  de  module  inférieur  à  Oc,  tels  que  l'on  ait 


rrfo^^  o, 


"''5^ 


/  +  S  A- 
c,5 


d,=  o 


(inod  0). 


La  transformation  réduite  est  alors  : 


Les  périodes  G,  H,  G'  des  fonctions  abéliennes  en  U  et  V  sont  liées 
il  g,  h,  g'  par  les  formules  suivantes  : 


+  l,[U,~{l+^A-)^'], 


Ci 


rf. 


4 


_4_^_.,/,c■,-(3/-.3/.)<f,-^  -^0  +  -4TT[y/-'/.-  ^^^di\ 

?5p-5'- 1_      '      -      ^  c,    -\       c.p-5-L'  c,         -J 
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Dans  ces  finnuiles,  r„,r,,r/„  sont  des  entiers  non  négatifs  quel- 
conques, véritiant  les  inégalités  c„,  r,  <  c.,  c/„<  cO  ;  de  pins  la  (|uan- 

tjté^^^ti^'  doit  être  entière,  et,  en  valeur  absolue,  inférieure  à  cO. 

Comme  conséquence,  on  détermine  toutes  les  transformalions  singu- 
lières du  premier  degré.  Elles  sont  comprises,  à  une  transformation 
ordinaire  près  d'ordre  un,  dans  les  formules 


i:  -lu  -y/.T, 

V  =  /,7/  +  (/-H,3/.-)i-, 


les  périodes  G.  H.  G',  de  U,  V  étant  liées  à  celles,  g,  h,  g',  de  u,  r  par 
G  =  lg- -ihh,         H  =  Ih  -  y/y=:  kg ^  (/+  3/.) A,         G'  =  /./;  ^ (/-^  ;3X-),ir'. 

De  plus,  pour  que  la  transformation  soit  du  premier  degré,  il  faut  et 
il  suffit  que  ses  indices,  /et  h,  vérifient  la  l'elation  de  Pell 


l-^%ld-r--/l^ 


J"en  déduis  que  toutes  les  transformations  singulières  du  premier 
degré  sont  des  puissances  de  l'une  d'entre  elles,  T(,. 

99.  Une  transformation  du  premier  degré  fait  correspondre  point 
par  point  deux  champs  liyperelliptiques,  ou  si  l'on  veut  deux  surfaces 
hvperelliptiques,  s  et  S,  liées  respectivement  aux  périodes  {g,  h,  g') 
et  (G,  H.  G)  :  les  deux  champs,  ou  les  deux  surfaces,  ont-ils  les  mêmes 
jiwdules  ? 

On  doit  répondre  négativement  à  cette  intéressante  question. 

Les  surfaces  5  et  S  qui  se  correspondent  par  une  transformation  de 
la  forme  Ti;'  ont  mêmes  modules;  de  mémi^  celles  qui  se  déduisent  de  5 
par  les  transformations  T|;'''  oni  entre  elles  mêmes  modules;  mais  la 
transformation  T„  ne  changea  en  une  surface  de  mêmes  modules  que 
si  la  forme /- -T- |iX/-i- Y^"-  peut  représenter  le  nombre  —  i.  Dans  le 
cas  contraire,  on  obtient  ainsi  des  couples  de  surfaces  se  correspon- 
dant point  par  point  et  n'ayant  pas  les  mêmes  modules  :  le  théorème 
classique  de  Riemanii  sur  les  courbes  algébriques  ne  s'étend  donc  pas 
aux  surfaces. 
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100.  L'invariant  le  plus  petit,  non  carré  parfait,  qui  donne  naissanc 
à  ce  cas  reinaniuaMe  est  douze;  j'indique  dans  ce  cas  une  image 
"éométridue  des  deux  systèmes  de  modules  qui  répondent  aux  deux 
surfaces  : 

Soit  un  hexagone  circonscrit  à  une  coni<iue  cl  tel  (/ii.'il  existe  um 
courbe  unicursale  du  quatrième  ordre  passant  pur /esson/nie^s,  et  tangente 
auv  côtes  de  l'hexagone  :  les  rapports  anharmoniques,  t^ds  à  t-t^s,  des 
six  côtés,  considérés  comme  tangents  à  la  conique^  forment  te  premier  sys- 
tème de  modules;  les  rapports  anharmoniques,  irtns  à  trois,  des  six  som- 
mets, considérés  comme  situés  sur  r unicursale,  Jorment  le  second  système. 

VII.  —  Multiplication  complexe. 

101.  Si  une  transformation,  singulière  ou  non,  fait  correspondre 
deux  systèmes  de  fonctions  abéliennes  aux  mêmes  périodes,  je  dis, 
par  analogie  avec  le  cas  elliptique,  que  c'est  une  multiplication 
complexe. 

Le  problème  de  déterminer  tous  les  systèmes  de  périodes  de  multi- 
plication complexe  n'a  jamais  été  traité  avec  la  généralité  qu'il  com- 
porte, parce  que  les  auteurs  qui  s'en  sont  occupés  ont  toujours  admis 
que  la  transformation  de  correspondance  est  une  transformation  de 
M.  Hermite,  c'est-à-dire  une  transformation  ordinaire.  Le  cas  des 
transformations  singulières,  qui  donne  précisément  naissance  aux 
multiplications  complexes  les  plus  rcman[uables,  n'avait  jamais  été 
abordé. 

10-2.  Les  périodes  {g,  h,  g')  de  multiplication  complexe  doivent 
vérifier  quatre  relations  (A).  (B),  (C),  (D),  de  la  forme  : 

(A)  g-a^-^sh{a,+  b,)  +  h-l}.    -t-        g{ch--d^)       -^r  h{l>,- d,)  -  d,=  o, 

(B)  ffl,a,+  gff'a,-hh'lf,+  l>g'l'i  +  S'Ci-^''(lh-d,)-  ff'd,  -f/,  =  o. 
(  C  )  gha,  +  sff'b,  4-  li-'a,+  lig'  h,  -  gc^  +  h  (  «„  -  c.)  +  g'  l'o  -  c„  =  o, 
(D)  h''a,+hg'{a,+  b,)-^g''-tj,+        h{a,-c,)       H- A''(/'i  -  c„)  -  c,  =  o, 

où  les  rt,-,  bi.  Ci,  di  sont  des  entiers,  d'ailleurs  quelconques. 
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Ces  équations  ne  sont  des  identités  (jue  dans  le  cas  de  la  nuiitipli- 
cation  ordinaire.  Je  démontre  que  : 

i"  Les  périodes  g,  h,  g'  de  multiplication  complexe  sont  toujours 
liées  par  une  relation  singulière,  au  moins; 

2°  Si  les  équations  (A),  (B),  (C),  (D)se  réduisent  à  une  seule, 
c'esl-à-dire  si  g,  h,  /^''sont  doublement  indéterminés,  la  relation  entre 
g.  II,  ^'  est  singulii're  ; 

3"  Si  g,  //,  g  sont  simplement  indéterminés,  les  relations  entre 
g,  /^  g  sont  deux  relations  singulières,  en  excluant  un  cas  elliptique 
de  multiplication  complexe  elliptique; 

V  Si  g.  II,  g'  sont  complètement  déterminés  par  les  é(|uations 
(A),  (B),  (C),  (D),  il  existe  entre  ces  périodes  une  ou  trois  relations 
singulii'res. 

103.  Les  multiplications  complexes  correspondant  à  chaque  cas  sont 
les  suivantes  : 

104.  Dans  le  cas  où  g,  li,  g'  sont  liées  uiiiiiuement  par  une  relation 


singulière,  supposée  du  type  rj.g  -+-  ji/*  + 


lO 


o,  les  multiplications 


complexes  sont  données  par  les  formules 

U  :=  p  II  —  ■/■7V  ;  V  nr  :zcr«  +  (p  H-  po-)  C, 

p  et  C7  étant  deux  entiers  (|uclconques.  A  un  système  (u,  c)  corres- 
pond, naturellement,  un  seul  système  (U,  V);  à  un  système  (U,  V) 
correspondent  (  p-  +  ^^pa  -+-  %-[i- )"-  systèmes  (",*'). 

Les  multiplications  complexes  de  degré  un,  c'est-à-dire  les  Irans- 
formalioiis  hiraiionnelles  en  elles-mêmes  de  la  surlace  hyperelliptique 
(|ui  répond  aux  périodes  (^,  /;,  g'),  sont  données  par  les  formules  pré- 
cédentes, les  entiers  p  et  i  vériiiant  la  relation 

p-  -h  pp!7  +  ayo--  =  ±  I  . 

Ce  sont,  dans  tous  les  cas,  des  puissances  d'une  seule  d'entre  elles, 
comhinée  avec  les  transformations  évidentes 

U  =  ±:  «  +  coiist .  :         \'  =:  ±  !•  +  consl. 
lO.j.   Dans  le  cas  de  deux  relations  singulières  liant  ,1,'.  h,  g ,  on 
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poii(  nimcner  ces  relations  aux  formes 

-/,2  _  „„'  _  ,/.  ag-^  ^  h  H-  y  s'  —  M, 

avec  les  conditions 

les  multiplications  complexes  sont  données  par 

Il  =  [       p -hcag -i- (p'j —  r) /i]ii-h[         y9 -h  r  g- -+- yj /i  ]  t', 
V  —  [— a5  +  aca/i  +  (^7  —  t)^'']  «  +  [p  —  PO  4-  tA  -h  ycr.A'']  c, 

p,  C7,  0.  T  étant  des  entiers  quelconques.  Le  nombre  des  systèmes  (//,  v) 
répondant  à  un  système  (U,  V)  est 

[p'—  PpQ  -h  xyO--hM{pa  -pOa  +  rB)  —  d{z'-  —  (3c7r  H-  ayj'')]"-, 
et  les  multiplications  de  degré  un  s'en  déduisent  imméiliatement. 

106.  Dans  le  dernier  cas  enfin,  g,  h,  g'  sont  liés  par  ti'ois  relations, 
dont  trois  ou  une  sont  singulières.  S'il  y  a  trois  relations  singulières, 
les  formules  de  multiplication  complexe  sont  analogues  aux  précé- 
dentes, bien  qu'un  peu  plus  compliquées. 

S'il  y  a  une  seule  relation  singulière,  en  excluant  encore  des  cas 
elliptiques  de  multiplication  elliptique  complexe,  deux  hypothèses 
sont  à  faire,  selon  que  l'invariant  correspondant  à  ia  relation  singu- 
lière est  pair  ou  impair. 

L'invariant  étant  pair,  la   relation   singulière  peut   être    supposée 

du  type 

g  =  cg'         (c>o), 

et  l'on  a,  pour  déterminer  h  et  g  ,  deux  relations  de  la  forme 

mh-  H-  2  iihg'    H-  cmg'-  -t-  qg'  +  rli  -f-  s  =  o, 
nli-  -h  icinhg' -\-  cng'-  -\-  erg'  -i-  qh  -t-^'^  o, 

où  m,  n,  q,  r,  s,  s  sont  des  entiers.  Ces  deux  équations,  si  l'on  y  regard»; 
/*  et  g'  comme  des  coordonnées  courantes,  représentent  deux  coniques 
concentriques;  pour  qu'elles  donnent  pour  /*  et  g' ,  et  ensuite  pour  g, 
des  valeurs  formant  un  système  normal  de  périodes,  il  faut  et  il  sullit 
que  les  deux  coniques  se  coupent  en  quatre  points  imaginaires  et  que 
les  cordes  communes  (jui  passent  parle  centre  commun  soient  réelles. 
II.  II 
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Les   multiplications  complexes  correspondantes  s'obtiennent  sous 

une  forme  assez  simple. 

L'invariant  étant  impair,   la  relation  singulière  peut  être  ramenée 

au  type 

g  =  h->rcg'  (<:->o); 

Il  et  g'  vérifient  alors  deux  relations  de  la  l'orme 

inh-  H-  2  nlig'  -+-  (  cm  —  i>)g"'  ■+■  <Jg'  +  '/'  -r  s  rri  o, 
(  Il  —  m  )  /r-T-  2  cinlig  '  -i-  en  g'-  -H  (•/■"'  -h  (  <7  -+-/■)/'-+-  .s'  =  o, 

(|ui  représentent  encore  deux  coniques  concentriques,  assujetties  aux 
mêmes  conditions  que  les  précédentes.  Les  multiplications  complexes 
correspondantes  sont  explicitement  données. 

107.  Dans  ces  deux  derniers  cas,  il  n'y  a  de  multiplications  com- 
plexes du  premier  degré  que  celles  qui  se  déduisent  de  l'existence  de 
la  relation  singulière  entre  g,  h,  g',  et  qui  rentrent  dès  lors  dans  les 
l'ormules  du  n"  104;  une  seule  exception  a  lieu  pour  les  fonctions 
abéliennes  dérivées  du  radical  \x'-hi,  fonctions  qui  se  rattachent 
au  deuxième  cas,  et  dont  les  périodes  sont  liées  par  g  ^= /i -h  g .  h- 
montre  alors  que  les  transformations  birationnelles  de  la  surface  hy- 
perelliptique  correspondante  en  elle-même  s'obtiennent  eu  combi- 
nant, avec  les  substitutions  U  =^  dz  »  -f-  const. ,  V  =  =t:  ^'  +  const. ,  les 
puissances  des  deux  transformations 


(V  =  .-,-         ''        I 


■s             ^   "     ■ 
w' —  (i>- 

',>^  —  '.)'■ 

m'-^i 

I 

..^-.r" 

0)^ 'jj- 

*■, 


w   désignant  e  °  .  La  puissance  cinq  de  la  seconde  transformation  est 
il'ailleurs  la  transformation  unité. 


VIII.  —  Surfaces  hyperabéliennes. 

108.  Les  formules  qui  donnent  les  périodes  G,  H,  G',  déduites  de 
g,  /i,  g'  par  une  transformation  ordinaire  du  premier  ordre,  ne  sont 
pas  linéaires  :  >L  Picard  a  observé  qu'elles  le  deviennent  si  l'on  fixe 
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la  valeur  de  la  quaiilitc  li-~  gg',  et  il  a  ainsi  ohlciiu  un  i;roupc  de 
substitutions  à  deux  vai'iablcs  qu'il  a  noininé  groupe  hyperabélkn.  Les 
fonctions  hyin'rahélienncs  sont  celles  (|ui  denicuicnl  invariables  par 
les  subslilutions  du  i,M'ou|)e,  et  comme  trois  d'entre  elles  sont  liées 
par  une  relation  algèl)ri(|ue,  on  arrive  ainsi  à  la  notion  de  surfaces 
liyperabélienncs  :  mais  l'équation  d'aucune  surface  de  cette  nature 
n'avait  été  explicitement  obtenue.  M.  Bourget,  dans  sa  Thèse  de  Doc- 
torat, a  étudié  de  plus  près  le  groupe  de  AI.  Picard  et  montré  qu'il  se 
réduit  à  cinq  substitutions  fondamentales;  il  a  étudié  aussi  les  sous- 
groupes  (jui  laissent  invariables  les  modules  des  fonclions  abéiiennes 
initiales. 

D'après  cela,  les  modules  des  fonclions  abéiiennes  qui  vérifient  une 
relation  de  la  forme  singulière,  li-  —  gg'  ^  d,  sont  liés  par  une  équa- 
tion donnant  une  surface  hyperabélienne  qui  correspond  à  un  sous- 
groupe  du  groupe  complet  de  M.  Picard.  Dans  le  cas  de  d ^  2,  c'est- 
à-dire  d'une  relation  singulière  d'invariant  huit,  j'obtiens  ainsi  la  sur- 
face liyj)erahelicnnc  du  (|uatrième  ordre  (69;  : 

.vy  -+-  z  )'  -I-  .t; 


Les  coordonnées  X,  y,  r  s'expriment,  à  l'aide  des  fonctions  thêta  nor- 
males du  premier  ordre  d'arguments  nuls,  par  les  formules 


-"•î-l  -'"1  V ■'-•'   ■^- 


J'en  déduis  que  l'on  peut  exprimer  en  fonction  uniforme  (hyperabé- 
lienne) de  deux  paramètres  les  se[)t  quantités 

7  / r  /-^ ;  /l-\-ii-  lu'- — r- 

u,      r,      V  1  —  "".      V  >  —  •'"'      S^t-^v-,      i/ 5-,      1/ -, 

V     l-H  (■-  V      I -h  f- 

où  H  et  V  sont  arbitraires. 

IX.  —  Surfaces  remarquables  du  quatrième  ordre. 

109.  Les  fonctions  intermédiaires  singulières  m'ont  conduit  (68) 
à  d'intéressantes  surfaces  d'ordre  quatre. 

Soit,  par  exemple,  la  relation  singulière^  —  Di;'=o;  considérons 


—  Si  — 

les  fonctions  intermédiaires  normales,  de  caractéristique  (o,  o,  o,  o) 
et  d'indices  il  et  ik,  tels  que 

Huit  de  ces  fonctions,  linéairement  distinctes,  sont  paires;  quatre 
d'entre  elles  ont  leurs  développements  de  .AFaclaurin  autour  du  point 
Il  =z  o,  V  ^=  o,  commençant  par  des  termes  du  (|uatrième  ordre. 

La  surface  pour  laquelle  les  coordonnées  homogènes  d'un  point 
sont  proportionnelles  à  ces  quatre  fonctions  est  d'ordre  quatre,  et  pos- 
sède quinze  poi/i/s  doubles  qui  correspondent  aux  quinze  demi-périodes 
autres  que  ii  =  o,  v  —  o. 

On  obtient  ainsi  des  surfaces  du  quatrième  degré  à  quinze  points 
doubles,  hvperelliptiques,  dépendant  de  deux  modules  arbitraires  et 
d'un  entier  D  ;  ce  ne  sont  pas  les  surfaces  les  plus  générales  à  quinze 
points  doubles,  car  celles-ci  dépendent  de  quatre  modules  ;  les  nôtres 
doivent  dès  lors  satisfaire  à  une  condition  géométrique  indépendante 
de  D.  J'ai  pu  trouver  cette  condition  qui  s'énonce  ainsi  : 

Projetons  la  surface  sur  un  plan  à  partir  d'un  des  quinze  points  doubles, 
le  contour  apparent  se  compose,  comme  d'ordinaire,  d'une  conique  et  de 
quatre  droites;  pour  les  surfaces  ci-dessus  dèjinies.  d  existe  une  courbe  de 
second  ordre  circonscrite  au  triangle  formé  par  trois  des  droites,  tangente 
à  la  conique  et  passant  par  les  points  communs  à  cette  conique  et  à  la 
quatrième  droite. 

J'obtiens  des  surfaces  analogues  en  partant  de  la  relation  singulière 
o  ~A  — D^'=o,  à  l'aide  des  fonctions  intermédiaires,  de  caracté- 
ristique (o,  o,  o,  o),  et  dont  les  indices,  2/'  et  2Â',  vérifient 

l"--^k't'—Dlc"'=i. 

UU.  Revenant  enlin  au  premier  cas,  j'observe  qu'il  y  a  quatre 
fonctions  impaires,  de  caractéristique  (0,0,0,  o),  d'indices  2/  et  aX: 
la  surface  pour  laquelle  les  coordonnées  d'un  point  sont  proportion- 
nelles à  ces  quatre  fonctions  est  encore  d'ordre  quatre;  elle  possède 
deux  groupes  de  seize  droites  formant  une  contiguralion  remarquable  : 
chaque  droite  d'un  groupe  rencontre  en  etVet  dix  droites  de  l'autre 
groupe. 
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X.  —  Fonctions  à  quatre  paires  de  périodes, 
i  1 1 .  Je  traite,  dans  la  Note  7i,  le  problème  suivant  : 

Existe-t-il  des  fonctions  uniformes,  F(«,  v),  ayant  pour  paires  de  pé- 
riodes (i.o),  (o,  i),  {g.  Il),  {li\g'),  h'  étant  différent  de  h;  en  second 
lieu,  si  h'  =  /i,  est-il  nécessaire  que  h'-  — g,  g',  soit  négatif,  g,,  h,,  g\  dé- 
signant les  parties  imaginaires  de  g,  h,  g"l 

112.  Si  hyi,  il  résulte  d'un  théorème  célèbre  de  MM.  Poincaré  et 
Picard  que  l'on  pourra,  par  une  transformation  convenable,  ramener 
le  Tableau  des  périodes  à  (r,o),  (o,i),(G.H),  (H',  G'),  où  cette  fois 
jj'_  H^  et,  par  suite,  exprimer  F(m,  t')  par  un  quotient  de  fonctions 
thêta.  Mais  la  transformation  employée  n'est  généralement  pas  du 
premier  ordre,  c'est-à-dire  que  les  périodes  du  second  Tableau  n'en- 
traînent pas  celles  du  premier;  l'existence  et  la  forme  précise  des 
fonctions  Y{u,  r),  admettant  les  périodes  du  premier  Tableau,  ne 
découlent  donc  pas  immédiatement   du  théorème  qui  vient  d'être 

rappelé. 

M.  Appell  a  montré  que  g,  h,  h',  g  sont  liés  par  une  relation  de  la 

forme 

(,)  A,5'+B/t-^B7i'-t-C/4-D(/i/i'-à'^')4-E  =  o, 

où  les  A.  15.  . . .,  E  sont  des  entiers  sans  diviseur  commun.  Je  montre 
que  toute  transformation,  conduisant  des  périodes  ^,  A,  A,  g'  à  des 
périodes  équivalentes,  ne  change  pas  la  valeur  absolue  de  la  quantité 
AC  +  DE  — BB';  si  A  est  cette  valeur  absolue,  on  peut  ramener  les 
périodes  à  des  périodes  équivalentes  G,  H,  Il   G',  liées  par  la  relation 

H'=AH. 

On  en  conclut,  à  l'aide  de  la  transformation  U  =  -i«  .  V  =  r ,  que 

•  toute  fonction  uniforme  de  U,  V  aux  périodes  (i,o),  (o,  i),  (G,  H), 

(AH,  G),  est  exprimable  par  un    quotient  de  fonctions   uniformes 

Q{u,v),  qui  sont  des  fonctions  thêta,  d'ordre  X- A.  aux  périodes  (i,o). 

(o,  i),  (~G,H),   (H,  G),  mais  non  des  fonctions  thêta  quelconques, 


-  8(j 
car  elles  doivent  vérifier  la  relation 


Ces  l'oMclions  liièta  s'obtiennent  aisément:  et  l'on  a  ainsi  la  solution 
complète  du  premier  problème  posé.  On  reconnaît  que  les  fonctions 
V(ii.  v),  aux  périodes  (i.  d),  (o,  i),  (g,  //  ),  (h',  g')  liées  par  la  rela- 
tion (  i),  n'existent  que  si  la  quantité 

oui;, désignent  les  parties  imaginaires  de  ^'^  ...,  est  négative. 

1 13.  Pour  qu'il  existe  des  fonctions  *h{ti.  c)  admettant  les  périodes 
(r.o),  (o,  i),  (g;/i),  (lt<  g'),  lorsque  //;  -  g,g\  est  positif,  je  trouve 
qu'il  est  nécessaire  et  suffisant  que  g,  h,  g  vérifient  une  relation  sin- 
gulière d  '  i  n  va  !•  i  a  n  t  positif 

Â^  -h  BA  -H  y.:g'+\M^I,-  —  ^g')  +  E  =  o. 

Si  la  forme  x-  +  B.rr  +  (AC  +  DE)  y-  p?ut  représenter  le  nombre 
—  I,  |)ropriété  qui  ne  dépend  que  de  l'invariant,  le  système  initial  de 
périodes  sera  éfjuivaleni  à  un  système  analogue,  pour  lequel  h]  —  gtg\ 
sera  négatif;  les  fonctions  abéliennes  correspondantes  sont  alors  des 
fonctions  singulières  d'invariant  convenable,  sans  particularités  spé- 
ciales. 

Si  la  forme  ci-dessus  ne  peut  représenter  — i.  les  fonctions  abé- 
liennes correspondantes  s'expriment  par  des  quotients  de  fonctions 
lliéta,  mais  de  fonctions  thêta  non  générales,  comme  au  n"  112.  Les 
surfaces  byperelliptiquos  dérivées  de  ces  fonctions  abéliennes  ne 
correspondent, /'omi/>fl'/row/j/p,  à  aucune  courbe  de  genre  deux  :  it  un 
couple  sur  la  courbe  répond  bien  un  point  de  la  surface,  mais  à  un 
point  de  la  surface  répond  toujours  plus  d'un  couple  sur  la  courbe. 
Ces  remarques  s'appliquent  aux  fonctions  du  numéro  précédent. 
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CINQUIÈME  SECTION. 

TRAVAUX  DIVERS. 


114.  \ai  pluptiil  des  travaux  de  cette  section  portent  sur  les  équa- 
tiens  diiïérentielles  linéaires  dont  les  coeCficients  dépendent  ration- 
nellement de  la  variable  et  qui  admettent  comme  intégrales  un  ou 
plusieurs  polynômes  entiers.  Les  résultats  les  plus  saillants  sont  ceux 
du  Mémoire  80,  où  l'on  l'ait  connaître,  pour  un  polynôme  satisfaisant 
à  une  équation  dillerentielle  du  second  ordre,  des  propriétés  assez 
simples,  liées  ;i  la  réduction  en  fractions  continues  algébriques  d'une 
certaine  classe  de  fonctions;  ces  propriétés  ont  été  retrouvées  plus 
tard  et  publiées  dans  Xn'i  Mathematische  Annalcn  par  un  géomètre  alle- 
mand, iM.  Heun,  qui  a  reconnu  ensuite  mes  droits  de  priorité. 

115.  Le  Mémoire  81,  dont  j'ai  dit  quelques  mots  dans  l'Avant- 
Propos,  est  celui  où  sont  établis  des  résultats  que  AL  Weierstrass, 
parait-il,  communiquait  dans  son  Cours  oral,  mais  que  j'ignorais  com- 
plètement. Il  s'agit  de  reconnaître  si  une  intégrale  abélienne  donnée, 
appartenant  à  une  courbe  donnée,  est  algébrique,  problème  ancien 
pour  la  solution  duquel  diverses  méthodes  ont  été  proposées  :  ces 
mélliodes,  toutefois,  ont  l'inconvénient  de  ne  pas  fournir  sous  une 
forme  explicile  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  cherchées;  le 
théorème  général  suivant,  conclusion  de  mon  étude,  parait  remplir  le 
but  assez  simplement  : 

Soient 
f{x,Y)  =  <)  /'équation  d'une  courbe  algébrique  de  genre  ji; 
o{x,  y)  une  fonction  rationnelle  de  x,y; 

G, ,  G ,  G^,,  p  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  distinctes  ; 

H|,  H, 11,,,  ji  intégrales  de  deuxième  espèce  distinctes,  appartenant 

à  la  courbe. 
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Pour  que  l'intégrale  J'o{x,  y)  dx  se  réduise  à  une  fonction  rationnelle 
de  X,  Y,  il  faut  et  il  suffit  : 

I  "  Que  cette  intégrale  n'ait  pas  de  période  polaire  ; 

1°  Que  la  somme  des  périodes  polaires  de  chacune  des  intégrales 
/*5(ir,  r)  G,(a;)  dx  soit  nulle  ; 

3°  Que  la  somme  des  périodes  polaires  de  chacune  des  intégrales 
f'o(x,  y)  h, (a;)  dx  soit  également  nulle. 

II  est  intéressant  d'observer  que  si  l'on  suppose  rinté2;rale/9(x,y)f/a; 
décomposée  en  intégrales  de  première,  seconde  et  troisième  espèces  : 

Les  conditions  i**  expriment  que  les  intégrales  de  troisième  espèce 
disparaissent; 

Les  conditions  2°,  que  les  intégrales  de  seconde  espèce  se  réduisent 
à  une  fonction  rationnelle  ; 

Les  conditions  3°,  (jue  les  intégrales  de  première  espèce  disparais- 
sent à  leur  tour. 
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